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Vorwort von Lewis C. Epstein zur Englischen Ausgabe

Who contributes the most to progress: The mountain man who finds the first pass at 10,000 feet
through a high range, or the railroad engineer who later finds a low pass at 7,000 feet which will be
used by trains, motor vehicles, pipelines, electric lines and optical cables?

It is hard to answer.

In the realm of physics, all the credit, the Nobel Price, goes to the "mountain man". In physics, the
"railroad engineer's" reward is best some money from writing and selling "low pass maps", which
are books that make good understanding accessible to those who for various reasons cannot go up
to 10,000 feet.

I am a "railroad engineer". | found a low pass through the theoretical physics mountains into Ein-
stein land. The pass is mapped in a picture and a story book called Relativity Visualized. Here
David Eckstein has taken my picture story and transliterated it into kosher physics. The story pivots
on an intuitive idea | called: the speed of time.

From where came this "speed of time" story? Like many post 1960 physics ideas, it just came out
of the smoke, which opens the band pass filter of the mind. Through the open filter comes lots of
noise, a few distant memories and unusual convolutions of thought.

Recall childhood. | remember how slow time crawled when | was kept in detention, after school
going home time, because of bad spelling or bad goofing. And | remember how fast time flew on
the special occasion of riding up front on a steam locomotive's footplate. The Ancients too felt
earthly time ran slow and fast. Slow in summer; each daylight hour became longer. Fast in winter;
each daylight hour become shorter. Even in the lower spheres of heaven, the planets pace through
the zodiac was not only variable, but occasionally back stepping.

Galileo put his first thermometer into chile pepper and demonstrated that part of what had been
called heat was subjective, not objective. And he suspected time might also be, in part, subjective.
So he tried hard to express the falling body law in terms of objective geometry, on distance from the
top. Only reluctantly did he permit time to enter the falling body law. After all, how could time, a
thing without material existence, have a linear control of a material object's speed? Time was not
part of the tangible world. The Good Book relates how God created the world: 1) In the beginning
God created the heaven and the earth, 2), 3), 4), 5), 6), 7) And on the seventh day he took a rest.
On which day did God create time? Answer: The Ancients did not think time had objective exis-
tence, so it need not to be created. Time came out of men's head.

But once permitted into physics, time soon established itself as the immutable universal independ-
ant variable which drives all physical processes. The current of time, unalterable, untouchable by
any force, any motion, any environment, anything whatsoever, ruled the dynamic world for the three
centuries after Galileo.
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No sooner had this immaculate conception of time set hard in human intuition than along came
Einstein's wild idea: different, equally valid times can simultaneously coexist in the same space.
The universal independent variable view of time was only three centuries old when Einstein arrived.
Three centuries is brief when you realize the ancient view of time had sufficed for six hundred cen-
turies.

If different times can coexist, then something like the child's view of time, something akin to the
ancient view, is reopened. Different times can run at different speeds relative to each other. And so

the words "speed of time" are reinflated with life. What follows in this work is David Eckstein's per-
spective on the new life and its immediate consequences.

San Francisco, California, Summer of 2008 Lewis Carrol Epstein
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Vorwort des Autors

Mit dieser Darstellung der Relativitétstheorien von Einstein ist es mir hoffentlich gelungen, interess-
ierten Gymnasiastinnen oder neugierigen Abiturienten einen gut gangbaren Weg zu einem quanti-
tativen Verstdndnis der beiden Theorien anzubieten. Elementare Physikkenntnisse werden dabei
vorausgesetzt, und gelegentlich werden Analysiskenntnisse verwendet, wie sie in allen Grund-
kursen auf der Sekundarstufe Il vermittelt werden. Gewisse Taschenrechnermodelle haben diese
Kenntnisse heute allerdings schon eingebaut - wer will, kann also das Rechnen ganz an diese
Gerate delegieren.

Im Vordergrund steht auch keineswegs das Rechnen, sondern das Entwickeln einer guten An-
schauung. Dabei werden durchgéngig die Diagramme von Lewis C. Epstein eingesetzt, welche von
den Schilern erfahrungsgeméss nach kurzer Zeit als selbstversténdlich betrachtet werden. Sie
sind quantitativ korrekt und einfacher auszuwerten als die verbreiteten Diagramme nach Min-
kowski. Der Weg geht von den Grundphdnomenen (Relativitat der Zeitmessung, Relativitat der
Langenmessung und Relativitat der Gleichzeitigkeit) zu den abstrakteren Koordinatentransforma-
tionen, und er wird sorgféltig und llickenlos beschritten. Schliesslich gelangen wir zur Metrik von
Schwarzschild in der Allgemeinen Relativitatstheorie und kénnen diese auch zur Berechnung der
wichtigsten experimentell gepriften Effekte einsetzen.

Jedes Kapitel wird mit einer Seite von “Aufgaben und Anregungen” abgeschlossen. Die detaillierten
Lésungen dieser Aufgaben beanspruchen Uber 100 Seiten; ein vollstdndiger Abdruck hatte das
Buch dick, schwer und teuer gemacht. Die Losungen werden aber (wie auch das Buch selber) tber
das Internet unter “www.relativity.li” jedermann zugénglich gemacht. Diese schéne Website hat mir
Levin Gubler so eingerichtet, dass ich nur noch die Inhalte einflllen kann. Ich méchte ihm an dieser
Stelle ganz herzlich danken flr seine Arbeit.

Ohne die Hilfe von verschiedenen Seiten hatte dieses Buch nicht entstehen kdnnen. Zuerst denke
ich an die Schilerinnen und Schiler von etlichen Physik-Kursen an einer Erwachsenen-Maturitats-
schule und einem Gymnasium, welche durch ihr Stirnrunzeln oder ihre leuchtenden Augen einzelne
Abschnitte dieses Buches stark mitgepragt haben. Oft haben mich erst Schiilerfragen gezwungen,
dieses oder jenes ganz klar darzustellen. Dann muss ich die Autoren zweier Blicher erwéhnen,
welchen ich viel zu verdanken habe: Einer von beiden, Lewis C. Epstein, ist weltweit bekannt, den
anderen, Horst Melcher, kennen hingegen die wenigsten. Mir persénlich haben die beiden zusam-
men den Weg zu einem tieferen Verstandnis bereitet.

Drei Personen haben dann den Entwurf des Buches kritisch durchgelesen und viele Korrekturen,
stilistische Verbesserungen und Ergénzungen angeregt. Ich bin dafir Alfred Hepp, Hans Walser
und Hans Buchmann ausserordentlich dankbar! Alfred Hepp und Jonathan Gubler haben ganz zu
beginn auch viel dazu beigetragen, dass das graphische Erscheinungsbild leserfreundlicher und
grosszugiger geworden ist.
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Schliesslich méchte ich auch dem Kanton Thurgau respektive seinem ‘Steuersubstrat’ danken.
Dieses kleine Bundesland der Schweiz, dessen natlrliche Hauptstadt Konstanz wére, hat mir mit
einem Bildungsurlaub den zeitlichen Freiraum verschafft, um die angesammelten Unterlagen und
Erfahrungen zu diesem Buch zu verarbeiten. Es wurde mich freuen, wenn viele Kolleginnen und
Kollegen zusammen mit ihren Schilerinnen und Schiilern davon einen Nutzen hétten.

Fur die freundliche Genehmigung der Verwendung von urheberrechtlich geschitzten Bildern
mdochte ich der ESO und dem CERN danken. Auch die beiden Karrikaturisten Sidney Harris und
Oswald Huber haben den Abdruck eines Cartoons bewilligt. Der Insight-Verlag hat den Abdruck der
vielen Zeichnungen aus Epsteins Buch bewilligt, und die Hamburgischen Electricitats-Werke (heute
Vattenfall Europe AG) gestatten den Abdruck der Abbildungen im Abschnitt F3. Auch Franz Em-
bacher erlaubt freundlicherweise die Verwendung einer lllustration zum Thirring-Lense-Effekt.
Etliche Bilder habe ich aber ohne Abklarung der Rechtslage aus dem Internet heruntergeladen oder
sie sind mir ohne Quellenangabe von Schulerinnen zugetragen worden (so z.B. das Autostereo-
gramm am Ende von E6). Bei den allermeisten Abbildungen ist die Quelle jedoch angegeben. Viele
der Abbildungen, Fotographien und Computergraphiken stammen naturlich vom Autor.

Frauenfeld, Mitte Marz 2007 “David Eckstein”

Die Version 2.0 dieses Buches profitiert sehr von den Fragen, die bei der Ubersetzung ins Englisch
von “Samuel Edelstein” gestellt worden sind. Ich méchte ihm an dieser Stelle fir seine Arbeit ganz
herzlich danken!

Frauenfeld, August 2009 “David Eckstein”

Gerne erwédhne ich auch die Firmen, Institutionen und Privatpersonen, welche mit ihren grosszigi-
gen Spenden den Druck der ersten Version dieses Buches uberhaupt erst méglich gemacht haben:

sia Abrasives Industries, Frauenfeld

Angelo Lombardi, Dr. sc. nat., Frauenfeld
Kantonsschule Frauenfeld, Frauenfeld

Hans M. Streit, Dr. sc. nat., Frauenfeld
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A Es knistert im Gebalk

Die ‘unumstésslichen Grundlagen des Denkens’ werden vorgestellt: Newtons Konzepte von Raum
und Zeit, der Begriff des Inertialsystems sowie derjenige der Masse eines Korpers. Dann wird das
Relativitatsprinzip nach Galilei formuliert. Im dritten Abschnitt zeigen wir, dass Maxwells Theorie
des Elektromagnetismus nicht mit Newtons Mechanik und Galileis Gleichberechtigung aller Iner-
tialsysteme zusammenpasst: Die Geschwindigkeitsaddition nach Newton und Galilei beisst sich mit
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Der vierten Abschnitt zeigt, wie Einstein die Lésung dieses
Konflikts anpackt. Schliesslich folgen noch ein paar Hinweise und Seitenblicke auf andere Fachge-
biete, in denen es ebenfalls um 1900 in den Fundamenten zu rumoren begann.



A1 Newtons Fundamente der klassischen Physik

In seinem grossartigen Werk “Philosophiae naturalis principia mathematica” hat Newton 1687 auf
der Grundlage der Euklidischen Geometrie die Vorarbeiten der ‘Riesen’ Kepler, Galilei, Descartes
und Huygens in eine einheitliche und umfassende Theorie eingebettet, die man heute die New-
ton’sche Mechanik nennt ([01], deutsche Ausgabe [02]). Keplers Gesetze zu den Planetenbe-
wegungen, Galileis Fallgesetze, Descartes Stossgesetze und die Analyse der Kreisbewegung
durch Huygens, die Bewegungen der himmlischen und der irdischen Kdérper werden allesamt
zuriickgefuhrt auf nur 3 Axiome und 1 Kraftgesetz. In seinem Buch wendet Newton seine eigene
Theorie sofort erfolgreich an, um die Abplattungen der Erde und des Jupiters zu berechnen, Ebbe
und Flut zu begriinden und vieles andere mehr.

Der Erfolg seines mathematischen Ansatzes hat den Gang der Geistesgeschichte weit Uber die
Naturwissenschaften hinaus beeinflusst, und die folgenden zwei Jahrhunderte haben diesen Erfolg
nur noch gemehrt. Umso schwieriger war es, sich von den grundlegenden Vorstellungen zu 16sen,
auf denen Newtons Theorie aufbaut. Es sind dies Newtons Konzepte von der Zeit, vom Raum und
von der trdgen Masse eines Korpers.

Newtons Zeit
Der Meister hat es in seinem Buch [02-27f] selber schén ausformuliert:

“Zeit, Raum, Ort und Bewegung sind allen wohlbekannt. Jedoch muss darauf hingewiesen
werden, dass die gewohnlichen Leute gerade diese Grdssen nur aufgrund ihrer Beziehung zu
den feststellbaren Dingen erfassen. Davon riihren manche falsche Vorstellungen her, und um
diese zu beseitigen, verstéandigt man sich darlber, dass sich ebendiese Grdssen in absolute
und relative, wahre und scheinbare, mathematische und allgemein tbliche auftrennen lassen.

Die absolute, wahre und mathematische Zeit, in sich und ihrer Natur nach ohne Beziehung zu
irgendetwas Ausserem, fliesst gleichméssig dahin und wird auch als Dauer bezeichnet. Eine
relative, scheinbare und allgemein Ubliche Zeit ist irgendein, durch eine Bewegung feststell-
bares dusseres Mass (gleichglltig ob ein genaues oder ungleichmassiges) fir die Dauer,
welche die gewdhnlichen Leute an Stelle der wahren Zeit benutzen, wie zum Beispiel eine
Stunde, ein Tag, ein Monat, und ein Jahr.”

Und eine Seite spater, also auf p.29 :

“Die absolute Zeit wird in der Astronomie von einer relativen Zeit mit Hilfe der Zeitgleichung
unterschieden. Die natirlichen Tage, die von den gewdhnlichen Leuten fir gewissermassen
gleich grosse Zeitmasse gehalten werden, sind ndmlich verschieden lang. Diese Ungleichheit
korrigieren die Astronomen, um die Himmelsbewegungen auf der Grundlage einer wahren
Zeit zu messen.”

Newtons wahre, absolute, mathematische Zeit verstreicht flr alle und an allen Orten gleich, konti-
nuierlich und regelméssig. lhr Gang kann nicht beeinflusst werden etwa dadurch, dass man heizt,
sich beschleunigt oder auf den Mond fliegt. Zwei verschiedene Beobachter messen flr denselben
Vorgang immer dasselbe Zeitintervall (bis auf Ungenauigkeiten infolge der Unvollkommenheit ihrer
Uhren). Auch Atomuhren miissen im Labor genau gleich ticken wie im Orbit. Eine Uhr ist perfekt,
wenn die Ableitung der angezeigten Zeit nach der wahren Zeit konstant ist, wenn die entspre-
chende zweite Ableitung also null ist.



Auf diese wahre und absolute Zeit bezogen wird die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse zu einer
absoluten Tatsache. Sie ist unabhéngig vom Standort oder vom Bewegungszustand der Beo-
bachter. Die Zeit fliesst fir alle gleich, so wie die Sonne scheint auf Gerechte und Ungerechte.

Newtons Raum

Beim Raum oder dem Ort ist die Sache etwas komplizierter, obwohl Newton ebenfalls einen
wahren und absoluten Raum postuliert [02-28] :

“Der absolute Raum, seiner Natur nach ohne Beziehung zu etwas Ausserem, bleibt immer
gleich und unbeweglich. Ein relativer Raum ist fiir diesen Raum ein Mass bzw. eine beliebige
bewegliche Dimension, die von unseren Sinnen durch ihre Lage zu den Kérpern bestimmt
wird und von den gewdhnlichen Leuten anstelle des unbeweglichen Raumes benutzt wird,
wie zum Beispiel die durch ihre Lage zur Erde bestimmte Dimension eines Raumes unterhalb
der Erdoberflache, eines Raumes in der Atmosphére oder eines Raumes im Himmel. Der zu
einem Korper gehdrende absolute und der zu demselben Kérper gehérende relative Raum
sind der Gestalt und der Grésse nach identisch, aber sie bleiben nicht immer der Zahl nach
identisch. Namlich wenn sich die Erde bewegt, um ein Beispiel anzufiihren, so wird der Raum
unserer Atmosphére, der relativ und bezlglich der Erde gesehen immer derselbe bleibt, von
dem absoluten Raum bald der eine Teil sein, bald von ihm ein anderer Teil, und so wird er
sich, absolut gesehen, bestandig verandern.”

Und auf der n&chsten Seite [02-29] :

“So, wie die Anordnung der Zeitintervalle unveranderlich ist, ist auch die Anordnung der
Raumteile unveranderlich. Sollten sich diese aus ihren Orten heraus bewegen, dann werden
sie sich gewissermassen aus sich selbst heraus bewegen. Denn die Zeiten und Rdume sind
sozusagen die Orte ihrer selbst und aller Dinge. Alles befindet sich hinsichtlich der Aufeinan-
derfolge in der Zeit, hinsichtlich der Ordnung der Lage im Raum. Das Wesentliche an ihnen
ist, dass sie Orte sind, und dass sich primére Orte bewegen, ist absurd. Diese sind also abso-
lute Orte, und nur die Verlagerungen aus solchen Orten heraus sind absolute Bewegungen.”

Im Gegensatz zur absoluten Zeit, der wir hilflos ausgeliefert sind, knnen wir uns aber im absoluten
Raum bewegen. Newton sieht klar, dass man dabei drei Félle unterscheiden muss:

1. Beschleunigte Bewegungen léngs einer Geraden: Sie lassen sich leicht erkennen an den dabei
auftretenden Tréagheitskraften.

2. Rotationen relativ zum absoluten Raum: Sie sind erkennbar an den Fliehkraften, die dabei auf-
treten. Es ist diese Absolutheit der Rotation (Rotation relativ wozu eigentlich??), welche Newton
von der Existenz eines absoluten Raumes Uberzeugt hat. Bei seiner berihmten Beschreibung
des Eimerversuches [02-30f] betont er, dass er diesen Versuch selber durchgefiihrt habe.

3. Gleichférmige Bewegungen entlang einer Geraden: Sie sind dadurch gekennzeichnet dass bei
ihnen keine zusatzliche Kréafte auftreten. Es lasst sich mechanisch also prinzipiell nicht feststel-
len, ob man im absoluten Raum ruht oder ob man sich durch diesen mit konstanter Geschwin-
digkeit bewegt.

Dies fuhrt uns zum wichtigen Begriff des Inertialsystems.



Inertialsysteme

Raumliche Koordinatensysteme, welche nicht beschleunigt sind und nicht rotieren, nennt man Iner-
tialsysteme. Es sind dies also diejenigen Koordinatensysteme, welche in Newtons absolutem Raum
ruhen oder sich darin gleichférmig bewegen. Solche Koordinatensysteme sind alle gleichermassen
geeignet, mechanische Vorgénge zu beschreiben: Nur in solchen Koordinatensystemen braucht
man keine ‘Scheinkréafte’ einzufihren.

Eine oft verwendete praktische Definition eines Inertialsystems ist die folgende: Inertialsysteme
sind solche Koordinatensysteme, die sich relativ zu den Fixsternen nicht bewegen. Warum ist diese
Definition streng genommen vollkommen unbrauchbar ?

Léngen, Abstdnde und Winkel kénnen aber in beliebigen, auch nicht-inertialen Koordinatensyste-
men gemessen werden, alle Beobachter werden dieselben Werte messen, genau so, wie sie fir
einen dynamischen Vorgang (ein Ziegel féllt vom Dach auf die Strasse) dieselbe Zeitdauer messen
werden. Die Lange eines Objektes hangt auf keinen Fall davon ab, wie schnell es sich beispiels-
weise bewegt.
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Newtons Massen

Jeder materielle Kérper ist mit einer bestimmten Masse ausgestattet, welche sich darin zeigt, dass
sich der Korper dagegen straubt, beschleunigt zu werden: F = m-a . Die flr eine bestimmte Be-
schleunigung a bendtigte Kraft ist direkt ein Mass flr die trdge Masse m des Kdrpers. Newton
unterscheidet sorgfaltig zwischen der trdgen und der schweren Masse, und er hat eigene Versuche
angestellt, um sich davon zu Uberzeugen, dass die trdge und die schwere Masse eines Korpers
immer proportional sind zueinander [02-23] :

“... Ich meine im folgenden mit den Ausdriicken ‘Kérper’ bzw. ‘Masse’ ohne Unterschied diese
Materiemenge. Man kennt diese durch das Gewicht des jeweiligen Kérpers. Denn ich habe
mit Hilfe sehr genau durchgeflihrter Pendelversuche herausgefunden, dass sie dem Gewicht
proportional ist, wie spater noch gezeigt werden wird.”

Diese Materiemenge ist natiirlich vom Bewegungszustand des Kérpers unabhéngig, ebenso wie zB
vom Luftdruck oder von der Temperatur. Die Masse eines Korpers ist eine Konstante, die ihm
zugeordnet ist, solange er nicht etwa zerstlckelt wird.

Dass die trdge und die schwere Masse eines Koérpers einander proportional sind (wobei der Pro-
portionalitatsfaktor nur von den gewéhlten Masseinheiten abh&ngt und daher auch 1 sein kénnte)
ist fir Newton eine nicht erklarbare Tatsache, die er sogar misstrauisch mit Experimenten gepruft
hat [02-303ff]. Im Abschnitt G2 auf p.102 werden wir sehen, dass Einstein die Gleichheit der tragen
und der schweren Masse zum Grundprinzip erhebt, sie ist dann kein Faktum mehr, welches erklart
werden muss, sondern ein Axiom.

Ort, Zeit und die Masse eines Kérpers sind die Grundbegriffe, auf denen Newton seine Mechanik
aufgebaut hat. Alle anderen mechanischen Grdssen lassen sich auf diese drei zurlckfihren (ma-
chen Sie das zB firr den Druck !). Dass Ort, Zeit und Masse fundamental sind, spiegelt sich auch
darin, dass die zugehdrigen Masseinheiten (Sekunde, Meter und Kilogramm) bis 1983 Basis-
gréssen waren. Pendel, Massstab und Gewichtsstein sind deshalb auch die Insignien des Ameri-
can Institute of Physics!

Tatséchlich werden sich alle drei dieser Basis-
gréssen im Rahmen der Relativitatstheorie als
‘relativ’ herausstellen; von Newtons absoluter
Zeit und seinem absoluten Raum wird wenig
Ubrigbleiben. Auch die Unabhé&ngigkeit der
tragen Masse vom Bezugssystem muss aufge-
geben werden. Etwas hart kdnnte man das auch
so formulieren: Die scheinbar selbstverstandli-
chen Grundannahmen von Newton haben sich
allesamt als Vorurteile herausgestellt. Dies zu
erkennen und auszusprechen brauchte doch
eine gewisse Kuhnheit nach dem enormen Er-
folg der Newton’schen Mechanik!
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A2 Das Relativitatsprinzip von Galileo Galilei

Newton war nicht der erste, der festgestellt hat, dass es keine Mdglichkeit gibt, innerhalb der
Mechanik zu entscheiden, ob sich ein Objekt oder ein Koordinatensystem im absoluten Raum
bewegt oder ob es darin ruht. Wir kennen die Situation heute alle aus dem Alltag: Féhrt unser Zug
oder derjenige auf dem Gleis nebenan ?

Galileo Galilei hat diese Tatsache in seinem beriihmten “Dialog Uber die beiden hauptséchlichen
Weltsysteme” auf seine blumige Art beschrieben und war dabei wohl auch nicht der erste. Die
italienische (!) Originalausgabe [03] erschien 1632 und wurde 1641 ins Lateinische Ubersetzt. Auf
deutsch ist das Buch anno 2006 vergriffen, auf Englisch hingegen werden drei verschiedene Aus-
gaben angeboten! Der folgende Abschnitt stammt aus der Ubersetzung [04] von Emil Strauss,
einem Lehrer an einem Realgymnasium in Frankfurt, der 1892 kurz nach dem Abschluss der Uber-
setzungsarbeiten im Alter von 33 Jahren an einer Lungenentziindung gestorben ist:

“Schliesst Euch in Gesellschaft eines Freundes in einen méglichst grossen Raum unter dem
Deck eines Schiffes ein. Verschafft Euch Miicken, Schmetterlinge und &hnliches fliegendes
Getier; sorgt auch fir ein Gefass mit Wasser und kleinen Fischen darin; héngt ferner oben
einen Eimer auf, welcher tropfenweise Wasser in ein zweites enghalsiges darunter gestelltes
Gefass traufeln lasst. Beobachtet nun sorgféltig, solange das Schiff stille steht, wie die flieg-
enden Tierchen mit der ndmlichen Geschwindigkeit nach allen Seiten des Zimmers fliegen.
Man wird sehen, wie die Fische ohne irgendwelchen Unterschied nach allen Richtungen
schwimmen; die fallenden Tropfen werden alle in das untergestellte Gefass fliessen. Wenn lhr
Eurem Geféhrten einen Gegenstand zuwerft, so braucht Ihr nicht kraftiger nach der einen als
nach der anderen Richtung zu werfen, vorausgesetzt, dass es sich um gleiche Entfernungen
handelt. Wenn Ihr, wie man sagt, mit gleichen Flssen einen Sprung macht, werdet Ihr nach
jeder Richtung hin gleich weit gelangen. Achtet darauf, Euch all dieser Dinge sorgféltig zu
vergewissern, wiewohl kein Zweifel obwaltet, dass bei ruhendem Schiffe alles sich so verhalt.
Nun lasst das Schiff mit jeder beliebigen Geschwindigkeit sich bewegen: lhr werdet - wenn
nur die Bewegung gleichférmig ist und nicht hier- und dorthin schwankend - bei allen genann-
ten Erscheinungen nicht die geringste Verénderung eintreten sehen. Aus keiner derselben
werdet lhr entnehmen kdnnen, ob das Schiff fahrt oder stille steht. Beim Springen werdet lhr
auf den Dielen die namlichen Strecken zurlicklegen wie vorher, und wiewohl das Schiff aufs
schnellste sich bewegt, kénnt Ihr keine grésseren Spriinge nach dem Hinterteile als nach
dem Vorderteile zu machen: Und doch gleitet der unter Euch befindliche Boden wahrend der
Zeit, wo lhr Euch in der Luft befindet, in entgegengesetzter Richtung zu Eurem Sprunge vor-
warts. Wenn |hr Eurem Geféhrten einen Gegenstand zuwerft, so braucht Ihr nicht mit
groésserer Kraft zu werfen, damit er ankomme, ob nun der Freund sich im Vorderteile und lhr
Euch im Hinterteile befindet oder ob Ihr umgekehrt steht. Die Tropfen werden wie zuvor ins
untere Geféss fallen, kein einziger wird nach dem Hinterteile zu fallen, obgleich das Schiff,
wahrend der Tropfen in der Luft ist, viele Spannen zurticklegt. Die Fische im Wasser werden
sich nicht mehr anstrengen mussen, um nach dem vorangehenden Teile des Gefésses zu
schwimmen als nach dem hinterher folgenden; sie werden sich vielmehr mit gleicher Leichtig-
keit nach dem Futter begeben, auf welchen Punkt des Geféssrandes man es auch legen
mag. Endlich werden auch die Miicken und Schmetterlinge ihren Flug ganz ohne Unterschied
nach allen Richtungen fortsetzen. Niemals wird es vorkommen, dass sie gegen die dem Hin-
terteil zugekehrte Wand gedrangt werden, gewissermassen mide von der Anstrengung, dem
schnellfahrenden Schiffe nachfolgen zu mussen, und doch sind sie wahrend ihres langen
Aufenthaltes in der Luft von ihm getrennt. ... ... % [04-197f]



Wir kénnen das etwas nlchterner zusammenfassen:

Bewegt sich ein Koordinatensystem B geradlinig-gleichférmig in Bezug auf ein Inertialsystem A, so
ist auch B ein Inertialsystem. Oder: Zwei Inertialsysteme kénnen sich nur geradlinig-gleichférmig
zueinander bewegen. Es ist nicht feststellbar, ob eines der beiden in einem absoluten Raum ruht.
Wir formulieren dies als Relativitatsprinzip von Galilei:

Alle Inertialsysteme sind mechanisch vollkommen gleichberechtigt.

Das allgemeine Relativitatsprinzip erhalt man, wenn man die Einschrdnkung auf die Mechanik
weglasst:

Alle Inertialsysteme sind vollkommen gleichberechtigt. Die physikalischen Gesetze nehmen in
allen Inertialsystemen dieselbe Gestalt an, inklusive den Werten der darin auftretenden Konstan-
ten.
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A3 Maxwells Theorie des Elektromagnetismus ist inkompatibel

Einstein hat immer sehr grundséatzlich gedacht und argumentiert. In diesem Abschnitt soll heraus-
gearbeitet werden, welche Risse oder Widerspriuche im Gebaude der Physik er mit seiner Speziel-
len Relativitatstheorie (SRT) beheben wollte.

Stellen Sie sich den Kellner im Speisewagen eines Zuges vor, der mit 100 km/h auf einer langen
geraden Strecke dahingleitet. Der Kellner bewege sich mit 5 km/h im Speisewagen in und gegen
die Fahrtrichtung des Zuges. Welche Geschwindigkeiten hat er dabei eigentlich ?

Wir lernen daraus zweierlei: Erstens ist es offensichtlich, dass Geschwindigkeiten relative und nicht
absolute Grossen sind. Sie beziehen sich immer auf ein bestimmtes Koordinatensystem. Wir haben
die Wahl, ob wir unser Koordinatensystem am Speisewagen festmachen oder an den Eisen-
bahnschwellen. Sitzen wir ‘in Ruhe’ im Speisewagen, so bewegt sich der Schaffner mit +5 km/h vor
und zurtck.

Schon Galilei und Descartes war es aber klar, wie schnell sich der Schaffner in einem Bezugssys-
tem bewegt, in welchem die Schienen ruhen und der Zug sich mit 100 km/h bewegt. Die Geschwin-
digkeiten des Zuges und diejenige des Schaffners relativ zum Zug addieren sich einfach: Er bewegt
sich mit 105 km/h oder mit 95 km/h, in jedem Fall in Fahrtrichtung des Zuges. Wir lernen also
zweitens, dass sich in der Newton’schen Mechanik Geschwindigkeiten einfach addieren. (Sind die
Geschwindigkeiten nicht parallel wie in unserem Beispiel, so mussen nicht nur die Vorzeichen,
sondern auch die Richtungen bertcksichtigt werden. Die Geschwindigkeiten sind dann als Vek-
toren zu addieren.)

Wir werden in D1 die Korrektheit dieser Geschwindigkeitsaddition innerhalb der Newton’schen
Mechanik noch formal beweisen. Der Beweis zeigt schon, wie insbesondere die Idee der absoluten
Zeit dabei vorausgesetzt wird.

Wo ist denn das Problem?

Dem Physiker James Clerk Maxwell gelang es ab 1856, die reichen Forschungsresultate von Mi-
chael Faraday und anderen zu den Gebieten der Elektrizitatslehre und des Magnetismus in weni-
gen Formeln zusammenzufassen. 1862 publizierte er diese erstmals in seiner Abhandlung “On
Physical Lines of Forces”, 1873 erschien dann in zwei Banden sein Hauptwerk “A Treatise on Elec-
tricity and Magnetism”. Maxwell erkannte rein mathematisch, dass seine Gleichungen es erlauben,
dass sich ein elektrisches und magnetisches Feld wellenartig im Raum ausbreiten. Schon 1886
konnte dann Heinrich Hertz die Existenz solcher elektromagnetischer Wellen experimentell nach-
weisen.

Fur die Ausbreitungsgeschwindigkeit dieser Wellen im Vakuum ergibt sich rein mathematisch der
Ausdruck

1
fecns

wo ¢ die Elekirische Feldkonstante ist, die z.B. auch im Kraftgesetz von Coulomb auftritt, und po
die entsprechende magnetische Feldkonstante bedeutet. Schon Maxwell ist es natirlich aufge-
fallen, dass dieser Wert genau der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum entspricht (welche sich (bri-
gens nur ganz wenig von derjenigen in Luft unterscheidet). Das bedeutet aber, dass auch diese
Lichtgeschwindigkeit eine Naturkonstante sein muss, genauso wie die elektrische und die mag-
netische Feldkonstante!

C=

10



In der wunderschénen Theorie von Maxwell, die ja aus einer grossen experimentellen Basis
herausdestilliert worden ist und die sich auch nachher experimentell glanzend bestétigte, ist also
die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum eine Naturkonstante. Wenn das Relativitatsprinzip nicht nur fur
die Mechanik gilt, so gelten die Maxwellschen Gleichungen genauso in jedem beliebigen Iner-
tialsystem, mit denselben Werten der auftretenden Naturkonstanten. Die Lichtgeschwindigkeit wére
also eine Konstante, deren Wert in jedem Inertialsystem derselbe wére. Das nach vorne abge-
strahlte Licht der vorwarts fahrenden Lokomotive miisste genau gleich schnell sein wie dasjenige
einer stillstehenden oder gar rickwartsfahrenden! Die Lichtgeschwindigkeit sollte also vom
Bewegungszustand der Lichtquelle unabhéngig sein. Dies steht aber im Widerspruch zur Addition
der Geschwindigkeiten, wie wir sie eben als Tatsache innerhalb der Newtonschen Mechanik
présentiert haben.

Die Newton’sche Mechanik, das allgemeine Relativitatsprinzip und Maxwells Theorie des Elekiro-
magnetismus sind als Paket unvereinbar!

James Clerk Maxwell (1831 - 1879)
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Um das Dilemma noch deutlicher zu beschreiben, beniitzen wir die folgenden Abkiirzungen:

N Newtons Mechanik mit absoluter Zeit und absolutem Raum
R Allgemeines Relativitatsprinzip: Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt

M Maxwells Theorie des Elektromagnetismus

Man kann nicht N, R und M gleichzeitig haben. Aus N und R folgt die Addition von Geschwindig-
keiten, das Licht der vorwértsfahrenden Lok misste sich im Geleisesystem mit ¢ + 100 km/h
bewegen, was nicht zu M passt. Denn aus M und R folgt die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit,
das Licht der vorwartsfahrenden Lok hat in jedem Inertialsystem die Geschwindigkeit ¢ , der
Messwert ist unabhangig vom Bewegungszustand der Quelle und des Empféngers !

Welche Mébglichkeiten bleiben jetzt ?

Man kann an N festhalten und R auf die Mechanik beschranken. Die schénen Gleichungen von M
gelten dann unverandert nur, wenn das Bezugssystem in Newtons absolutem Raum ruht, und sie
sind fUr andere Inertialsysteme anzupassen. Hasslich!

Es lauft beinahe auf dasselbe hinaus, wenn man an N und M festhélt und R preisgibt. Der Experi-
mentator hat nun die zusatzliche Aufgabe festzustellen, mit welcher Geschwindigkeit er sich durch
den absoluten Raum bewegt, in welchem das Ausbreitungsmedium fir die elektromagnetischen
Wellen, der sogenannten Ather, ruht. Dieser Aufgabe haben sich A. Michelson und E. Morley ange-
nommen, einem Vorschlag von Maxwell folgend.

Oder man kann versuchen, an R und M festzuhalten, muss dann aber eine ‘verbesserte’ Version
von N liefern! Vor Einstein hatte niemand den Mut, diesen Weg konsequent zu verfolgen. Dennoch
konnte Einstein von vielen Vorarbeiten profitieren: FitzGerald und Lorentz haben eine Formel fur
die ‘Stauchung’ der Apparate in Bewegungsrichtung der Erde durch den Ather angegeben. Lorentz
hat auch schon kurz vor 1900 eine ‘Lokalzeit’ eingefiihrt, um die Ergebnisse von gewissen Experi-
menten zu erklaren. Der grosse Mathematiker Poincaré hat fur diese Transformationen 1905 den
Begriff ‘Lorentz-Transformationen’ gepragt und (gleichzeitig mit und unabhéangig von Einstein)
gezeigt, dass diese mathematisch eine Gruppe bilden und dass M unter solchen Lorentz-Trans-
formationen invariant ist. Die Frucht war also Uberreif (zur Geschichte der SRT verweise ich auf
Kapitel 6 in [07]).

Man kdénnte sogar sagen, dass es eigentlich dsthetische Griinde waren, die Einstein zum Festhal-
ten an R und M bewogen haben. Die Einleitung seines berihmten Artikels von 1905 beginnt fol-
gendermassen:

“Dass die Elektrodynamik Maxwells - wie dieselbe gegenwértig aufgefasst zu werden pflegt -
in ihrer Anwendung auf bewegte Kérper zu Asymmetrien fuhrt, welche den Phdnomenen nicht
anzuhaften scheinen, ist bekannt. Man denke z.B. an die elektrodynamische Wechselwirkung
zwischen einem Magneten und einem Leiter. Das beobachtbare Phdnomen héngt hier nur ab
von der Relativbewegung von Leiter und Magnet, wéhrend nach der ublichen Auffassung die
beiden Falle, dass der eine oder der andere dieser Kérper der bewegte sei, streng voneinan-
der zu trennen sind.” [12-141]

Die Lekture dieses Artikels setzt (mindestens im ersten Teil) keine hoheren Kenntnisse in Mathema-
tik voraus und wird dem Leser sehr empfohlen.
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Einstein im Patentamt in Bern 1902
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A4 Einstein durchtrennt den Gordischen Knoten

Einstein hat R und M fir uneingeschrénkt glltig erkléart und gezeigt, wie man N modifizieren muss,
damit alles widerspruchsfrei zusammenpasst. Er hat also an den Anfang seiner Theorie, die wir
heute die Spezielle Relativitatstheorie (SRT) nennen, die folgenden Postulate oder Prinzipien ge-
stellt:

R  Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt. Die Naturgesetze nehmen in allen Inertialsystemen
dieselbe Gestalt an, inklusive dem Wert der darin auftretenden Konstanten

M  Maxwells Elektrodynamik ist uneingeschrankt gultig

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass aus R und M sofort folgt, dass die
Lichtgeschwindigkeit ¢ in jedem Inertialsystem denselben Wert hat, mithin eine Naturkonstante ist.
Im géngigen mks-Einheitensystem betragt dieser Wert

¢ =299'792’458 m/s

Das Gleichheitszeichen ist korrekt: Seit 1983 ist der Meter keine Grundgrésse mehr, sondern er ist
durch diesen Wert von ¢ und die Sekunde definiert | Die SRT liegt heute also sogar der Definition
unserer Basisgrossen zugrunde. Die Absolutheit der Lichtgeschwindigkeit koppelt die Grossen
Raum und Zeit in der SRT fest aneinander. Eine Sekunde Zeit entspricht einer Strecke von etwa
300’000 km Lénge.

Die Kuhnheit von Einsteins Vorgehen wird in vielen Lehrbichern besungen, so auch im sehr
empfehlenswerten Physikbuch [08] fir Mittelschulen von Roman Sexl, lvo Raab und Ernst Streeru-
witz:

“Schliesslich trat im Jahre 1905 ein bis dahin unbekannter technischer Experte des Eid-
gendssischen Patentamtes Bern mit einer neuen Idee an die Offentlichkeit. Sein Name war
Albert Einstein, und sein Artikel ‘Zur Elektrodynamik bewegter Kérper’ ging von der Idee aus,
dass man die Erdbewegung durch den Ather vielleicht deswegen nicht messen kénne, weil
der Ather gar nicht existiert!” [08-10]

Wilhelm Wien hat 1912 allerdings vorgeschlagen, den Nobelpreis fur Physik zu gleichen Teilen Lo-
rentz und Einstein zuzusprechen:

“Von einem rein logischen Gesichtspunkt muss die Relativitétstheorie als eine der bedeu-
tendsten Leistungen der theoretischen Physik betrachtet werden. ... [Sie] wurde in induktiver
Weise entdeckt, nachdem alle Versuche fehlgeschlagen waren, eine absolute Bewegung
festzustellen. ... Wahrend Lorentz als der erste betrachtet werden muss, der den mathema-
tischen Inhalt des Relativitatsprinzips fand, gelang es Einstein, es auf ein einfaches Prinzip
zurlickzufihren. Man sollte daher die Verdienste der beiden Forscher als vergleichbar anse-
hen...” [07-152]

Einstein hatte dieser Darstellung sicher zugestimmt, selber hat er auch nur eine der 5 Arbeiten
seines ‘annus mirabilis’ als ‘recht revolutiondr’ bezeichnet, ndmlich diejenige zur Photonenhypo-
these! Als Einstein 1921 seinen schon fast Uberfélligen Nobelpreis endlich erhielt, ist bei der Be-
griindung auch jene Arbeit speziell hervorgehoben worden. Einstein hat von Lorentz immer nur mit
der gréssten Hochachtung gesprochen. Alle 5 Arbeiten sind Ubrigens mit guten Einleitungen verse-
hen von John Stachel herausgegeben worden in [12].
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Albert Einstein und Hendrik Antoon Lorentz (1921)

Far den Aufbau der SRT kann man das Postulat M auch durch die spezielle Forderung ersetzen,
dass c eine Naturkonstante sei. In den folgenden Kapiteln soll nun detailliert gezeigt werden, wie
sich aus dem allgemeinen Relativitatsprinzip und der Konstanz von ¢ die SRT ableiten Iasst. Zum
Gluck bendtigt eine vollstandige Darstellung der SRT nur bescheidene Mathematikkenntnisse. Wir
werden dabei nicht derart zu k&mpfen haben wie Kepler, der in seiner Einleitung zur “Neuen Astro-
nomie” schreibt:

“Ich selber, der ich als Mathematiker gelte, ermude beim Wiederlesen meines Werkes mit den
Kraften meines Gehirns, indem ich den Sinn der Beweise, den ich doch selber urspriinglich
mit meinem Verstand in die Figuren und den Text hineingelegt habe, aus den Figuren heraus
mir in meinem Verstand wieder vergegenwértigen will. Beuge ich der schweren Verstand-
lichkeit des Stoffes durch eingestreute Beschreibungen vor, so erscheine ich in mathema-
tischen Dingen schwatzhaft, und das ist der entgegengesetzte Fehler.”  [06-19]
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A5

Anregungen

Damit ein solches Buch nicht einen furchterregenden Umfang bekommt muss vieles, was auch
interessant wéare, weggelassen werden. Auf einen Teil dieses Materials mdchte ich mit diesen ‘An-
regungen’ aufmerksam machen.

1.

10.

11.

12.

13.

Lesen Sie Biographien! Kopernikus, Kepler, Galilei und viele andere haben nicht nur grosse
Beitrége geleistet, sondern waren tberhaupt interessante Menschen.

Lesen Sie Originalpublikationen oder wenigstens Teile davon. Gerade die grundlegenden
Uberlegungen sind meist nicht in der Geheimsprache der Mathematik gehalten. Kopernikus,
Kepler, Galilei und Newton sind oft mit Genuss zu lesen.

Lesen Sie die Einleitungen anderer Biicher zur SRT. Diese beginnen meist mit dem Atherprob-
lem und den Préazisionsversuchen von Michelson und Morley zur Messung der Erdbewegung
durch den Ather. Sie kennen ja jetzt das Prinzipielle und laufen daher nicht Gefahr, sich in den
Details zu verlieren.

Lesen Sie, was sich Max Planck vom Physikprofessor Ph. von Jolly 1874 anhdren musste, als
er sich nach den Aussichten eines Physikstudiums erkundigte [13-721]

1900 erschien Sigmund Freuds Buch “Traumdeutung”. Es markiert den zeitparallelen Einbruch
von vermeintlichen Sicherheiten in einem ganz anderen Gebiet.

Ebenfalls um 1900 begannen sich Munch und andere von den ‘schénen’ Impressionisten ab-
zusetzen, in der Musik taucht bei Ravel und anderen das Unheimliche auf.

1899 publizierte Hilbert seine “Grundlagen der Geometrie”. Spater stellte er die Forderung auf,
die Vollstandigkeit und die Widerspruchsfreiheit der Arithmetik zu beweisen. Kurt Gédel hat
dann aber 1930 bewiesen, dass diese Sicherheit nicht gewonnen werden kann.

Russel und Whitehead haben in derselben Zeit auf logische Méngel in der Mengenlehre hin-
gewiesen und 1905/10 in ihrem Walzer ‘principia mathematica’ versucht, die Logik und die
Mengenlehre auf ein sichereres Fundament zu stellen.

1900 hat Planck seine Herleitung des Strahlungsgesetzes publiziert und darin die Idee der
Quantisierung der Energie beniitzt. Das Revolutionare dabei ist allerdings erst mit dem Artikel
Einsteins von 1905 zur Photonenhypothese richtig aufgebrochen.

Studieren Sie das Verhalten eines teilweise gefiillten Glases im anfahrenden Zug oder auf
einem sich drehenden Plattenteller. Mittelschulmathematik genlgt, um die Form der Ober-
flache in Abhé&ngigkeit der Beschleunigung oder der Winkelgeschwindigkeit herzuleiten. Lesen
Sie den Abschnitt in Newtons ‘Principia’ zum Eimerversuch.

Stellen Sie sich in einem Lift auf eine Waage und fahren Sie etwas hinauf und hinunter.

Studieren Sie den Pendelversuch nach Foucault fir einen Durchfihrungsort a) am Nordpol
b) am Aquator und c) in mittleren Breiten. Er zeigt, dass die Erde ‘absolut’ rotiert.

Wie musste der Pendelversuch nach Foucault wohl ausgehen, wenn es nur die Erde und sonst
keine weiteren Himmelskorper im ganzen Weltall gabe?
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Kurt Gédel und Albert Einstein in Priceton 1954
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Spiral Galaxy Messier 83 (VLT ANTU + FORS1)

ESO PR Photo 41/99 (29 November 1999) © European Southern Observatory



B Die drei fundamentalen Konsequenzen

Das Festhalten am Relativitatsprinzip und den Maxwell-Gleichungen hat drei fundamentale Konse-
quenzen: Die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse verliert ihren absoluten Charakter, verschiedene
Beobachter werden flr einen Vorgang auch nicht mehr unbedingt dieselbe Dauer messen, und die
Distanz zweier Punkte (oder die Lange eines Objekts) verliert ihre Absolutheit. Eine experimentelle
Bestatigung dieser Grundphanomene wird zweimal diskutiert. Schliesslich wird noch hergeleitet,
um welchen Betrag Uhren einem bewegten Beobachter desynchronisiert erscheinen, wenn sie in
ihrem Ruhesystem synchronisiert sind.
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B1 Primo: Gleichzeitigkeit ist relativ

Schon viel Tiefsinniges wurde tber das Wesen der ‘Zeit’ geschrieben. Die Erkenntnis, die fur Ein-
stein den Durchbruch bedeutet hat, t6nt zuallererst aber sehr banal: Zeit ist das, was man an einer
Uhr vor Ort abliest:

Zeit ist das, was man an einer lokalen Uhr abliest.

Wirklich tiefe Einsichten sind nicht immer auf den ersten Blick als solche erkenntlich ...

Zuerst wollen wir uns davon Uberzeugen dass es mdglich ist, mehrere gleichartige Uhren, die in
einem Inertialsystem an verschiedenen Orten ruhen sollen, zu synchronisieren. Meist wird dazu die
folgende Methode vorgeschlagen: Zwei Uhren befinden sich in A respektive B. Man lése in der
Mitte der Strecke AB einen Blitz aus, beide Uhren werden beim Eintreffen des Blitzes auf 0000 ges-
tellt und gestartet.

Aber: Wie synchronisiert man jetzt eine dritte Uhr C mit derjenigen in A, ohne dass die Synchroni-
sation von A und B verloren geht? Und ist das Finden der Streckenmitte nicht selber schon ein
Problem? Dieses ‘Standard-Verfahren’ ist eigentlich véllig unbrauchbar.

Die folgenden Uberlegungen zeigen, dass es ohne weiteres méglich ist, beliebig viele Uhren mit
einer Uhr in A zu synchronisieren: Die ‘Mutteruhr’ in A sendet zu einem beliebigen, aber bekannten
Zeitpunkt to einen Blitz aus. Sobald dieser bei der Uhr B eintrifft, wird er erstens reflektiert, zweitens
stellt er die Uhr in B auf 0000 und drittens wird die Uhr in B gestartet. Die Uhr A halt den Zeitpunkt
t1 fest, wann der reflektierte Blitz aus B wieder in A eintrifft. Man rechnet die Laufzeit (i1 - to)/2 flr
das Licht von A nach B aus, notiert den Wert to + (11 - t0)/2 auf einen Zettel und schickt diesen per
Schneckenpost nach B. Die (laufende) Uhr in B wird dann um diesen Wert vorgestellt. Die Mitte von
AB braucht man daflr gar nicht, zudem erhalt man nebenbei noch den Abstand der beiden Uhren.

Hans Reichenbach hat in verschiedenen Publikationen ab 1920 darauf hingewiesen, dass dieser
Definition implizit eine weitere Annahme zugrunde liegt, ndmlich diejenige der Isotropie des Rau-
mes. Insbesondere soll die Lichtgeschwindigkeit in allen Raumrichtungen gleich gross sein. Das
Messen der Einweg-Lichtgeschwindigkeit setzt eben schon synchronisierte distante Uhren voraus,
weshalb sich die Definition der Synchronisierung von distanten Uhren und das Messen der Einweg-
Lichtgeschwindigkeit zirkular aufeinander beziehen. Bei der Berechnung der Laufzeit fir das Licht
von A nach B mit (t1 - to)/2 haben wir vorhin stillschweigend angenommen, dass das Licht fir den
Hinweg gleich viel Zeit braucht wie fir den Rickweg! In dieser Annahme hat sich das Postulat der
Isotropie versteckt. Diese Zusammenhédnge sind im Buch "Concepts of Simultaneity" von Max
Jammer (John Hopkins University Press 2006) sehr klar dargestellt. Auf p.218 finden sich dort zwei
einfache Axiome, welchen ein Satz von Uhren genugen muss, damit er in unserem Sinne syn-
chronisiert werden kann:

1. Sendet eine Uhr Aiim Abstand Ata zwei Lichtsignale aus, so muss jede weitere Uhr B diese im
zeitlichen Abstand Ats empfangen mit Atg = Ata

2. Injedem Dreieck ABC muss die Laufzeit des Lichtes von A lGber B und C zurtick nach A die-
selbe sein wie diejenige von A tUber C und B zurlick nach A

Die erste Forderung muss sicher erflllt sein, wenn synchronisierte Uhren auch synchronisiert blei-
ben sollen. Sie ist offensichtlich nur von Uhren erfillbar, die relativ zueinander ruhen! Die zweite
Forderung (sie wird auch 'round trip axiom' genannt) garantiert, dass die Lichtgeschwindigkeit rich-
tungsunabhéngig ist. Die beiden Axiome zusammen sind notwendig und hinreichend dafur, dass
ein Satz von Uhren synchronisiert werden kann.
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Da wir das Postulat der Isotropie des Raumes in B3 ohnehin benétigen, soll es schon an dieser
Stelle in die SRT eingefiihrt werden. Seine operationelle Formulierung findet es also im 'round trip
axiom'.

Man kann also in einem Inertialsystem an beliebigen Orten Uhren haben, die alle im obigen Sinne
synchronisiert sind. Den Zeitpunkt eines Ereignisses messen heisst, den Uhrenstand auf einer sol-
chen synchronisierten Uhr am Ort des Geschehens ablesen. Damit gelangt man zu einer hard-
waremassigen Vorstellung eines Inertialsystems, wie sie in [11-37] dargestellt ist:

Copyright © 1992 by Edwin F. Taylor and John Archibald Wheeler

Was sieht man eigentlich in diesem Gerust von Uhren auf dem Zifferblatt einer weit entfernten Uhr?

Von Einsteins Analyse der Zeitmessung kénnen wir allgemeiner lernen, dass man bei jedem physi-
kalischen Begriff die folgenden drei Aspekte nie ganz trennen kann:

- Definition des Begriffes
- Definition der Masseinheit, in der man die Groésse messen will

- Definition der Methode, mit der man die Grésse messen will

Der entscheidendeBeitrag von Einstein zur Entwicklung der SRT ist eigentlich die Einsicht, dass
dieser operationelle Zugang alle Schwierigkeiten ausrdumt.
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In einem Inertialsystem kdnnen wir also mit einer Zeit auskommen. Wir werden daher von der Zeit t
in einem Inertialsystem sprechen dirfen. Verschiedene Inertialsysteme haben aber in der Regel
verschiedene Chronologien fiir Ereignisse. Die Darstellung von Epstein [10-50ff] zeigt das sehr
schon. Er betrachtet dazu eine interstellare Patroullie von drei Raumschiffen, die in konstantem
Abstand hintereinander durch den Raum treiben:

1|
[

Es gibt ein Inertialsystem, in welchem die drei Raumschiffe ruhen. Ein Funkruf des Flaggschiffs
erreicht in diesem Inertialsystem die anderen beiden Raumschiffe gleichzeitig (Movie-Streifen links,
von unten nach oben zu lesen). Fir einen Betrachter in einem Inertialsystem, in welchem sich
diese Flotte bewegt, erreicht dagegen der Funkspruch das vorausfliegende Raumschiff spéter als
das nachfolgende (Movie-Streifen rechts)! Dies ist eine unmittelbare Folge davon, dass sich der
Funkspruch in jedem Inertialsystem in alle Richtungen mit der konstanten Geschwindigkeit ¢ aus-
breitet.
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Der rechte Streifen ist allerdings quantitativ nicht ganz korrekt gezeichnet. ¢ scheint hier etwas
grosser zu sein als links, und vor allem bewegt sich die Flotte nicht gleichférmig, was man mit
einem Lineal leicht prifen kann.
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Aus dem Postulat, dass c in jedem Koordinatensystem denselben konstanten Wert habe, dass sich
Licht- oder Funksignale in jedem Inertialsystem mit derselben Geschwindigkeit in alle Raumrich-
tungen ausbreiten sollen, folgt also sofort, dass es nur innerhalb eines Inertialsystems Sinn macht
zu sagen, dass zwei Ereignisse gleichzeitig stattfinden.

Im Buch “La science et I'hypothése” schreibt Poincaré schon 1902 :

“Es gibt keine absolute Zeit; wenn man sagt, dass zwei Zeiten gleich sind, so ist das eine
Behauptung, welche an sich keinen Sinn hat und welche einen solchen nur durch Uberein-
kommen erhalten kann. Wir haben nicht nur keinerlei Anschauung von der Gleichheit zweier
Zeiten, sondern wir haben nicht einmal diejenige von der Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse,
welche auf verschiedenen Schauplétzen vor sich gehen.” [07-133]

Einstein und seine Freunde Solovine und Habicht haben dieses Buch von Poincaré in der “Akade-
mie Olympia” sorgféltig studiert. Mit seinen operationellen Definitionen hat Einstein die “Uberein-
kommen” analysiert, die es erlauben, innerhalb eines Inertialsystems von Gleichzeitigkeit zu spre-
chen. Ebenso klar zeigt er dabei auch, dass Uhren, die im einen System synchronisiert sind, in
einem dazu bewegten System nicht synchron laufen. Auch der Betrag der Desynchronisation erhalt
einen numerisch eindeutigen Wert. Diesen quantitativen Aspekt muissen wir auf B6 verschieben.

Die Mitglieder der “Akademie Olympia”: Von links nach rechts sehen wir Conrad Habicht, Maurice
Solovine und Albert Einstein um 1903
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B2 Secundo: Schnelle Uhren ticken langsamer

Es kommt aber noch schlimmer: Nicht nur der Begriff der Gleichzeitigkeit wird bedeutungslos, wenn
wir Ereignisse aus zwei zueinander bewegten Inertialsystemen beobachten, auch der Fluss der
Zeit selber wird unterschiedlich schnelll Fir die Herleitung des quantitativen Zusammenhangs
brauchen wir nur den Satz des Pythagoras.

Wir gehen von der Konstanz und Universalitdt des Wertes von ¢
o y7777724 aus und denken uns Lichtuhren von folgender Bauart aus:

In einem Rohr lauft ein Lichtblitz von unten nach oben zu einem
Spiegel, wird dort reflektiert (“tick”) und lauft zurick zum Boden.
Dort wird er von einer Fotozelle registriert (“tack”), l6st einen
neuen Blitz aus und der Zahlerstand wird um 2 erhdht. Der Zahler-
stand kann jederzeit ausgelesen und festgehalten werden. Uber-
legen Sie sich zuerst, warum die Uhr gerade 30 cm lang sein soll
und warum der Zahler jeweils um 2 erhéht wird.

alla

Juv-

30 cm T

Stellen Sie sich weiter vor, dass wir mehrere solche Uhren zur
Verfligung haben und einige davon entlang der x-Achse unseres
Koordinatensystems in bekannten Absténden aufgestellt und syn-
Wiy chronisiert sind. Eine weitere baugleiche Uhr bewege sich mit der
_\‘r‘_ Geschwindigkeit v an diesen ‘ruhenden’ Uhren vorbei (nur diese
02574 ‘schnelle’ Uhr ist unten in drei Positionen gezeichnet). Wieviel Zeit
verstreicht im ruhenden System, derweil es im System der ‘schnel-

len’ Uhr einfach ‘tick’ macht ?

Der vom Licht zurlickgelegte Weg betragt im bewegten System, welches das ‘Gestrichene’ sei, also
die Zeit in t’ misst, einfach 30 cm oder allgemein c-At’. Welchen Weg hat dieser Blitz aber aus der
Sicht des ungestrichenen Systems zurlickgelegt, in welchem wir die Zeit mit t angeben und ge-
genuber welchem sich die eine Uhr mit v entlang der x-Richtung bewegt? Wegen der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit natlrlich c-At . Diese beiden Wegldngen sind aber nicht gleich lang, also
mussen sich die Zeitintervalle At und At unterscheiden! Der Satz des Pythagoras liefert uns den
Zusammenhang zwischen den beiden Messwerten:

Im ruhenden, ungestrichenen System ist offenbar mehr Zeit verstrichen als im bewegten, das Licht
hat ja dort eine langere Strecke zuriickgelegt. Es gilt:

(C- )2 = (v- A2 + (C-AP)2 5 c2(AH)2 = v2(At)2 + c2(AV)2 ; (AY)2 = (At)2-(1- v2/c?)

und somit
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Bewegte Uhren ticken also langsamer, verglichen mit einem Satz ruhender Uhren. Diesen Effekt
nennt man die Zeitdilatation. Unter den Stichworten ‘Lichtuhr’ oder ‘lightclock’ sowie ‘Zeitdilatation’
oder ‘time dilatation’ finden Sie im Internet unzahlige nette Animationen zu dieser Konsequenz des
Festhaltens an M und R.

Im gestrichenen System messen wir hier die Eigenzeit des Vorgangs. Wir brauchen dazu typisch-
erweise nur eine ruhende Uhr und nicht einen Satz synchronisierter Uhren. Die Eigenzeit ist immer
die langste, die ein Vorgang in einem System beansprucht! Es gilt das Prinzip der maximalen Ei-
genzeit. Aus der Sicht des gestrichenen Systems bewegen sich ja die ungestrichenen Uhren, und
diese ticken daher alle langsamer als die eigene ruhende Uhr. Wie passt jetzt aber dazu, dass wir
im ungestrichenen System soeben eine langere Dauer gemessen haben? Dass sich daraus kein
Widerspruch ergibt, wie viele immer wieder meinen, werden wir am Ende von B6 klar erkennen.
Vielleicht sehen Sie jetzt schon, wie sich dieser scheinbare Widerspruch aufldst? Wichtig dabei ist,
dass wir fur die Messung im einen System mindestens zwei distante Uhren brauchen ...

Von Newtons absoluter Zeit ist also wenig briggeblieben. Es macht daher Sinn, ein Diagramm zu
zeichnen, in der die von identischen, perfekten (!) Uhren angezeigte Zeit in Abhangigkeit der von
meiner perfekten Uhr angezeigten Zeit dargestellt wird:

anyﬂdﬁ: A
ot

/ t + R

A meiwe teit

schwarz: meine Uhr und alle mit ihr synchronisierten in meinem Inertialystem
grun: eine in meinem System ruhende gute, aber schlecht synchronisierte Uhr
rot: ‘schnelle’ Uhren, die in ihrem eigenen Inertialsystem synchronisiert sein kdnnen

Zeichnen Sie noch eine schlechte, aber im Grossen und Ganzen gut synchronisierte ruhende Uhr

ein sowie eine zweite ruhende Uhr, die zum Zeitpunkt 10 gerichtet wird, ab dann aber zu schnell
geht!
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B3 Tertio: Schnelle Massstabe sind kiirzer

Es sei A das ruhende, ungestrichene, schwarze Inertialsystem, in welchem sich das zweite, ge-
strichene, rote System B mit konstanter Geschwindigkeit v entlang der x-Achse bewegt:

v v
. 3R S, 2 e
((@RF RESRl
R 3 R #158 De i s 0 O G B x'_—_—

Die SRT soll in folgendem Sinne konsistent sein: A und B machen beide dieselben Aussagen
dariiber, welche Zeitintervalle oder Langen in A und B gemessen werden. Sie werden zwar nicht
dieselben Werte messen, aber sie kénnen sich beide ausrechnen, was der andere gemessen hat,
und sind sich Uber diese Messwerte einig. Wir wollen daraus den folgenden wichtigen Schluss zie-
hen: Bewegt sich B fir A mit v in positiver x-Richtung, so bewegt sich A fir B mit der Geschwindig-
keit -v in der x’-Richtung! Beide haben nebst der Lichtgeschwindigkeit ¢ noch als weitere Ge-
meinsamkeit den Betrag der Relativgeschwindigkeit. Die meisten Autoren gehen davon aus, dass
das selbstverstandlich ist. Ist es das wirklich?

Wir Uberlegen uns, was denn sonst moglich wére: Nehmen wir an, dass B eine Relativgeschwin-
digkeit u der beiden Systeme misst mit lul < Ivl . Auch A weiss dann, dass der schnelle B eine
kleinere Relativgeschwindigkeit misst. Wenn der Raum isotrop ist (keine Richtungen ausgezeichnet
sind) und die SRT im obigen Sinn konsistent ist, dann ist die Situation vollkommen symmetrisch,
und auch B wird feststellen, dass der schnelle A eine kleinere Relativgeschwindigkeit der Systeme
misst als B. Damit haben wir aber schon einen Widerspruch: Fur die Betrdge der Relativgeschwin-
digkeiten folgt daraus v <u < v, was nicht méglich ist. B kann also weder eine kleinere noch eine
grossere Relativgeschwindigkeit der beiden Systeme messen als A, es muss gelten u =-v und
lul = Ivl.

Nun habe A in seinem System 2 synchronisierte Uhren im Abstand Ax stehen. B fliege mit der Rela-
tivgeschwindigkeit v Uber diese Strecke hinweg und stoppe dabei mit seiner Uhr die Zeit At', die
zwischen den Begegnungen mit den beiden Uhren von A verstreicht. B rechnet sich daraus den
Abstand der beiden Uhren im System A aus: Ax’ = v-At'. Was beobachtet dabei A? A misst mit sei-
nen beiden synchronisierten Uhren, die den Abstand Ax haben, ebenfalls die Zeit At zwischen den
beiden Uhrenbegegnungen und rechnet sich daraus die Geschwindigkeit v von B aus: v = Ax/At .
Daraus ergibt sich die Gleichung
' ' 2
%=V=i)t(, und somit Ax‘=Ax~itt=Ax~\1—V—

C2

wenn wir noch das Ergebnis des letzten Abschnittes verwenden. Die im System A ruhende Strecke
der Lange Ax erscheint vom System B aus verkirzt um den uns schon bekannten Wurzelfaktor!

Nun haben wir die x-Richtung (welche mit der x’-Richtung und der Richtung der Relativgeschwin-
digkeit immer Ubereinstimme) bevorzugt behandelt; eigentlich wissen wir erst, dass L&ngen von
schnellen Strecken und Objekten in Richtung der Relativbewegung verkirzt gemessen werden.
Wie verhélt es sich aber in den dazu senkrecht stehenden Richtungen?
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Stellen wir uns einen Einstein-Zug vor, der mit der Geschwindigkeit v = 0.6-c in x-Richtung auf einer
langen geraden Bahnstrecke dahingleitet. Hat der Zug in seinem eigenen Bezugssystem die Lange
300 m, so messen wir an ihm eine verkirzte Lange von 240 m (rechnel). Ist er dabei auch
schmaler geworden? Wenn ja so musste er ab einer bestimmten Geschwindigkeit zwischen die
(ruhenden) Geleise fallen. Das ware ja immerhin méglich. Wirden sich schnelle Objekte aber quer
zur Bewegungsrichtung kontrahieren, so wirde das aus der Sicht der Reisenden im Zug bedeuten,
dass der Schienenabstand kleiner geworden ist! Und wir hatten die Situation, dass die Theorie ver-
langt, dass die Spurweite gleichzeitig zu gross und zu klein ist. Und dies ist definitiv nicht mdglich:
Es gibt also keine ‘Querkontraktion’.

Fassen wir zusammen: Schnelle Objekte erscheinen in Bewegungsrichtung verkiirzt (Schlagwort
‘Léangenkontraktion’). Die am ruhenden Objekt gemessene Lénge ist immer die langste, es gilt das
Prinzip der maximalen Eigenldnge. Senkrecht zur Richtung der Relativbewegung stimmen die
Messwerte der Beobachter Uberein. Es gelten also die folgenden Formeln:

2

v
AX'= AX 4 [1-—-
1 e?

Ay'= Ay

AZ'= Az

Zudem stimmt der Wert des Wurzelausdrucks fur beide Bezugssysteme Uberein, da das Quadrat
der Relativgeschwindigkeit in beiden Bezugssystemen denselben Wert annimmt.

Dass es keine Querkontraktion gibt ist Gbrigens ganz wesentlich fir unsere Argumentation in B2
auf p.23 | Andernfalls wére der vom Licht zurtickgelegte Weg senkrecht zu v nicht in beiden Syste-
men gleich lang, und wir hatten keine eindeutige Lange der entsprechenden Kathete. Die senkrecht
stehende Lichtuhr wird also nur schmaler, nicht kirzer oder langer. Da haben wir ja nochmals
Gluck gehabt ...

Epstein’s kleine Flotte sieht also, wenn sie einmal ruht und ein zweites Mal sehr schnell an einem
Beobachter vorbeizieht, etwa so aus ( Abbildungen [10-58] ):

=

s(1} DED

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein
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B4 Eine experimentelle Bestatigung: Myonen 1

Lange Zeit existierten kaum experimentelle Bestétigungen zu Einsteins Relativitatstheorien. Dies
hat sich mit der Entwicklung von Atomuhren und der modernen Elektronik ab 1960 sehr geéndert,
was der Relativitatstheorie als Forschungsgebiet enormen Auftrieb gegeben hat.

Eine erste Bestatigung der relativistischen Zeitdilatation fand sich in der verlangerten Halbwertszeit
von schnellen Myonen (B.Rossi und D.B.Hall 1941). Diese entstehen in 10 bis 20 km Hohe Uber
der Erdoberflache, wenn hochenergetische Teilchen der kosmischen Héhenstrahlung auf ein Atom
in der Erdatmosphére auftreffen. Myonen unterscheiden sich von Elektronen dadurch, dass sie
eine viel gréssere Masse haben und instabil sind. Langsame Myonen haben eine Halbwertszeit von
1.52 us. Die extrem schnellen Myonen, die von der Hohenstrahlung erzeugt werden, bewegen sich
fast mit Lichtgeschwindigkeit und sollten daher nach Newton wéahrend einer Halbwertszeit etwa
1.52:106-3-108 m zurlcklegen, also ungefédhr 456 m . Misst man den Fluss solcher Myonen, so
musste sich dieser halbieren, wenn man die H6he Uber Meer um 456 m vermindert. Tatséchlich
nimmt er aber viel langsamer ab. Da die Myonen etwa in 15 km Hbhe entstehen, mussen sie bis
auf Meereshohe 33 x diese Strecke von 456 m zuriicklegen, von 233 erzeugten Myonen wiirde also
nur eines den Weg bis in unseren Detektor schaffen, was ebenfalls nicht zur beobachteten Dichte
des Myonenstroms passt: In Deutschland werden auf Meereshéhe pro Quadratmeter und Sekunde
ca. 200 Myonen gezéhlt.

Quantitativ viel genauer hat man die Zeitdilatation bei Myonen 1975 am CERN getestet. Dazu wur-
den Myonen in grossen Mengen erzeugt und mit der Geschwindigkeit von 99.942 % von ¢ in einem
speziellen Speicherring gehalten. Es zeigte sich, dass ihre Halbwertszeit bei dieser Geschwindig-
keit 44.6 us betragt, in vélliger Ubereinstimmung mit unserer Formel von B2 (rechne!). Genaueres
dazu findet sich in [08-13f].

Myonen-Speicherring des Brookhaven National Laboratory, USA
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B5 Myonen 2: Die andere Sicht

Betrachten wir nochmals die Myonen, die in 15 km Hohe von der kosmischen Héhenstrahlung er-
zeugt werden. Im eigenen System ruht ein solches Myon und hat demnach die gewdhnliche
Halbwertszeit von 1.52 ps. Diese Zeit reicht auch bei Lichtgeschwindigkeit nur fiir eine Annéherung
der Erde um 456 m. Warum erlebt das Myon dennoch das Eintreffen der Erdoberflache mit grosser
Wahrscheinlichkeit?

Die Zeitdilatation hilft uns hier kein bisschen. Die 15 km erstrecken sich aber in Bewegungsrichtung
der Erde und erscheinen daher dem Myon ‘Lorentz-verkurzt’. Mit der Formel von B3 errechnen wir
fir v =0.99942-c einen Wurzelfaktor von 0.03405, die 15 km schrumpfen fir das Myon auf 511 m
zusammen! Diese 511 m hat die Erde in etwas mehr als der Halbwertszeit des Myons zuruickgelegt,
das heisst fast die Hélfte aller entstandenen Myonen erlebt noch das Eintreffen der Erdoberflache!

Die Erde behélt fir das Myon die alte Querschnittflache, der Erddurchmesser und auch die Dicke
der Atmosphére schrumpfen jedoch in Bewegungsrichtung auf 3.4% des Ruhe-Wertes, womit die
Erde die Gestalt eines flachen Diskus’ erhalt. [08-14f] bietet zwar keine Herleitung fur die Lan-
genkontraktion, zeigt aber im Text und in einer der vielen Randillustrationen, die das Buch ja so
attraktiv machen, dass diese Kontraktion eine Erklarung im System des Myons bietet. Die unten
wiedergegebene Randillustration von p.15 enthalt aber 2 Fehler, einen harmlosen in der Zeichnung
und einen schlimmeren im Text. Finden Sie die beiden Fehler?

Myon
‘\

N7

A

Erde

Von den Myonen aus gesehen erscheint die
Erde, die ihnen fast mit Lichtgeschwindig-
keit entgegenfliegt, stark abgeplattet. Alle
Abstinde in Bewegungsrichtung sind ver-
kiirzt. Die Myonen konnen deshalb die
Entfernung zur Erdoberfliche innerbalb ih-
rer Lebensdaner zuriicklegen und die Erde
erreichen.

In beiden Darstellungen (ruhende Erde und schnelles Myon respektive ruhendes Myon und sich
rasend ndhernde Erde) gelangt man zu vollig Ubereinstimmenden Aussagen Uber den Anteil der
Myonen, welche mit der Erdoberflache kollidieren. Die Begriindungen sind aber ganz verschieden.
Die ‘history’, die jeder erzahlt, unterscheidet sich stark von derjenigen des anderen. ‘history’ ist
eben ‘his story’ ... (Wortspiel persénlich mitgeteilt von Floyd Westermann). Dennoch ergeben sich
in der Physik daraus keine Widerspriiche oder Konflikte.
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B6 Quantitatives zur Relativitat der Gleichzeitigkeit

Wir haben in B1 nur festgestellt, dass die Synchronisation von Uhrensétzen in verschiedenen Be-
zugssystemen scheitern muss. Mit B2 wirde sie ja auch wenig Sinn machen, auch wenn sie an
sich fir einen bestimmten Zeitpunkt noch mdéglich wére. Es ist aber mdglich, ganz genau anzuge-
ben, um wieviel 2 Uhren, die im roten System B synchronisiert sind, aus der Sicht des schwarzen
Systems A desynchronisiert sind. Diese Formel wollen wir jetzt herleiten. Sie erscheint in den
wenigsten Blichern zur SRT, obwohl sie unverzichtbar ist, wenn man alle Teile sauber zusam-
menflgen will. Wir werden das bei der Musteraufgabe am Schluss dieses Abschnittes sehen.

Wir benutzen dazu drei Uhren U4, Um und Uz, welche sich wie Epsteins kleine Flotte in konstantem
Abstand zueinander mit v in x-Richtung des schwarzen, ruhenden, ungestrichenen Systems A
bewegen sollen. x’ sei der Abstand benachbarter Uhren im roten, schnellen, gestrichenen System
B; x sei der entsprechende Wert, den wir im schwarzen System daflir messen. x’ ist dabei als Ei-
genlénge grésser als x .

Ua Um u,
Bk - -9 W) —

+ ] + = 3
-X A / %

Genau dann, wenn Un am Nullpunkt A von Schwarz vorbeifliegt, wird dort ein Blitz ausgelést. Nen-
nen wir diesen Zeitpunkt 0. Im System von Rot werden dadurch die beiden Uhren U und Uz syn-
chronisiert (Um bleibt in der Mitte von Us und Uz, Lorentz-Kontraktion hin oder her!). Wann werden
aber Us und Uz fur Schwarz von diesem Blitz getriggert?

U, fliegt dem Blitz entgegen, Us wird vom Blitz zum Zeitpunkt t1 getroffen, wobei gilt

tirc=x—t1'v ; also t1=x/(c+V)

U2 fliegt dem Blitz davon, Uz wird erst zum Zeitpunkt t2 vom Blitz erreicht mit

trc=x+tv ; also to=x/(c—v)

Die vordere Uhr Uz wird also fir Schwarz mit der folgenden ‘Verspéatung’ gestartet:

ti —t2=... (rechne) ... =- 2:-v:x / (c2 = v?3)

Das ist die Zeitdifferenz fir Schwarz, der aber genau weiss, dass die roten Uhren langsamer laufen

als seine. Die Zeitdifferenz der roten Uhren erhalten wir erst, wenn wir diesen Wert noch mit un-
serem Wurzelausdruck multiplizieren:

A = (t1 —t2)V = ... (rechne) ... = - 2:x-(v/c?) / v

2:x / V ist aber genau der Eigenabstand Ax’ der Uhren U und U ! Damit erhalten wir das recht ein-
fache Resultat

At'=-AX"—
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Fur Schwarz sind die roten Uhren, die fir Rot synchronisiert sind und in der Richtung der Rela-
tivbewegung den Eigenabstand Ax’ haben, um den Betrag At’ desynchronisiert. Man kann das Re-
sultat noch anders schreiben, man sieht dann besser, dass die Formel so einfach wie méglich ge-
raten ist:

At-c=-Ax"Y
C

Der Faktor c links des Gleichheitszeichens dient nur der Umrechnung von Zeiten in Langen. Die
Desynchronisation ist damit proportional dem Eigenabstand der roten Uhren in Bewegungsrichtung
und dem Verhéltnis v/c .

Dass man auf diese Formel nicht verzichten kann, wenn man die ganze Situation widerspruchsfrei
darstellen will, studieren wir anhand der folgenden

Musteraufgabe

Ein Teilchen bewege sich mit v = 0.8-c durch ein 12 m langes Rohr, welches an beiden Enden mit
Detektoren ausgertstet ist, die auch eine Uhr enthalten, sodass man die Durchflugszeit sehr genau
messen kann. Schwarz sei das System, in dem das Rohr ruht, Rot sei das System des Teilchens.
Wir beantworten die folgenden Fragen:

1.  Wie lange dauert der Durchflug des Teilchens durch das Rohr flir Schwarz ?

2. Wie viel Zeit verstreicht dabei im roten System des Teilchens aus der Sicht von Schwarz ?

3. Wie lang ist das Rohr fur Rot ?

4. Wie lange dauert es fur Rot, bis das Rohr Uiber das Teilchen hinweggerast ist ?

5. Wie viel Zeit verstreicht aus Sicht von Rot wahrend dieses Vorbeiflugs auf jeder Uhr von

Schwarz ?

6. Wie erkléart sich Rot den Messwert von Schwarz ??

Die Fragen 5 und 6 werden in den meisten Blichern weggelassen, dabei bilden sie den Schluss-
stein im Bogen des Verstéandnisses der SRT !

Die Antworten:
1. Zeit ist Weg durch Geschwindigkeit: At= Ax/v=12m/(0.8-3:108 m/s) =50 ns

2. Wegen der Zeitdilatation wird Rot eine kiirzere Dauer messen:
A= AtV=50ns - 0.6 =30 ns

3. Rot sieht das Rohr Lorentz-verkirzt: AX'= AxV=12m-0.6=7.2m

4. Bis das 7.2 m lange Rohr Uber Rot hinweggeflogen ist verstreichen
A= AX/v =7.2m / (0.8-:3-108 m/s) =30 ns  (ganz einer Meinung mit Schwarz !)

5. Die schnellen Uhren von Schwarz ticken fiir Rot natirlich langsamer als die eigene, im System
von Schwarz dauert der Vorgang aus Roter Sicht daher nur
At=M+/=30ns-0.6=18ns (!1)

6. Auch Rot weiss, dass Schwarz 50 ns misst, Rot flihrt das aber darauf zurlick, dass die beiden
Uhren von Schwarz um At = Ax-v/c2 desynchronisiert sind, was numerisch genau
12m - 0.8/ (3-108 m/s) = 32 ns ausmacht. 18 ns Dauer plus 32 ns Desynchronisation ergeben
zusammen die 50 ns, die Schwarz mit seinen beiden Uhren gemessen hat !!
Prifen Sie, dass das auch inklusive Vorzeichen richtig kommt.
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B7 Aufgaben und Anregungen

10.

11.

12.

13.

Berechnen Sie den Wurzelterm fur verschiedene Werte von v : Fiir Autos, Flugzeuge, Raketen
usw. Was bedeutet das fur Newtons Absolute Zeit, solange man es mit ‘burgerlichen’
Geschwindigkeiten zu tun hat ?

Wie schnell muss man sich bewegen, damit “eine Stunde nur noch 3599 s dauert” ?

Wie lange dauert das Rennen ‘24h von Le Mans’ flir die Rennfahrer, wenn sie sich im Schnitt
(leicht Ubertrieben) mit 324 km/h bewegen ? Die Antwort hangt evil. vom verwendeten
Taschenrechner ab ...

Wie weit bewegt sich eigentlich das Licht in einer Nanosekunde ? Welche Strecke entspricht
diesem heute gut messbaren Zeitintervall ?

Erstellen Sie eine Tabelle der Absténde der Planeten von der Sonne, wobei als Masseinheit
eine ‘Lichtminute’ dienen soll.

Zwei Raketen fliegen mit 0.6-c aneinander vorbei. A misst eine L4nge von 40m an der anderen
Rakete B. Welches ist die Eigenlange der Rakete B, und um wieviel sind die Uhren an der
Spitze und am Ende der Rakete B fiir A desynchronisiert, wenn sie fiir B synchron laufen ?
Und welche der beiden Uhren geht fur A nach ?

Wie schnell muss sich eine Uhr bewegen, damit sich ihre Ganggeschwindigkeit halbiert ?

Signallaufzeiten: Der Gesang von Mick Jagger wird vom Mikrofon weg gleich per Rundfunk
300 km weit zu einem Radio-Hérer Ubertragen. Dieser sitzt 6.8 m entfernt vom Lautsprecher.
Wie lange reist das Radiosignal durch den ‘Ather’ ? Wie lange brauchen die Schallwellen vom
Lautsprecher bis zum Ohr des Horers ? Wie lange dauert es, bis jemand, der ‘live’ dabei ist
und 34 m von den Lautsprechern entfernt sitzt, die Schallwellen empfangt ?

Was wirde eigentlich mit der Léange eines Objektes geschehen, das sich mit doppelter Licht-
geschwindigkeit bewegt ? Und wie langsam wurde eine derart schnelle Uhr noch ticken ??

Noch ein pythagoreisches Tripel: Der Wurzelausdruck wird auch hibsch, wenn v/c die Werte
5/13 oder 12/13 annimmt ... Das andere Paar mit 3/5 und 4/5 haben Sie ja schon kennen-
gelernt.

Nochmals zwei Raketen, die mit hoher Geschwindigkeit aneinander vorbeifliegen: A misst beim
Vorbeiflug, dass die beiden Raketen gleich lang sind. Was meint B ?
a) Aist gleich lang wie B b) Aist langer als B c) Aist kurzer als B

Sind jetzt schnelle Uhren, die in ihrem System synchronisiert sind, wirklich synchronisiert oder
nicht ? Die Frage ist &hnlich sinnvoll wie diejenige nach der Jahreszeit: Ist jetzt wirklich Winter
oder Sommer ? Wenn Sie nicht ganz sicher sind, dann rufen Sie doch mal ihren Onkel in Aus-
tralien an ...

(anspruchsvoll) Leiten Sie die Lédngenkontraktion aus der Betrachtung einer ‘liegenden’ schnel-

len Lichtuhr her! Der Lichtblitz soll also in Richtung der Relativgeschwindigkeit der Uhr hin und
her flitzen. ‘tick’ und ‘tack’ dauern dann fir den ruhenden Beobachter nicht gleich lang ...
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Das Maturitatszeugnis von Albert Einstein. Das Gerlicht, dass er ein schlechter Schiler gewesen
sei, stammt daher, dass in Deutschland 1 die beste Note ist, in der Schweiz aber 6. Einstein hat
den liberalen Geist am Gymnasium Aarau oft hoch gelobt, andererseits hat er mit Abscheu vom
preussisch-militaristischen Umgangston an seinem Minchner Gymnasium gesprochen.
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C Epstein erklart alles ganz einfach

Wir staunen Uber die sehr einfache Erklarung, die Epstein in [10] fur alle drei Grundph&nomene der
SRT gibt und die er seinen ‘Mythos’ nennt. Einfach zu erstellende Diagramme erlauben es, sowohl
die Zeitdilatation als auch die Langenkontraktion und die Desynchronisation schneller Uhren quan-
titativ korrekt darzustellen. Wir 16sen unsere Musteraufgabe in dieser Darstellung und fassen die
Ergebnisse von B in dieser Epstein-Darstellung zusammen.
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C1 Epsteins Mythos

1983 verdffentlichte Lewis C. Epstein sein Buch [14] “Relativity visualized”. Das Buch wurde schon
1985 vom Verlag Birkh&user auf Deutsch herausgebracht unter dem Titel “Relativitatstheorie an-
schaulich dargestellt” [10]. In diesem Buch 6ffnet Epstein tatsachlich einen neuen, sehr anschauli-
chen Zugang zur Relativitatstheorie, der zwar oft erwahnt, aber kaum wirklich ernst genommen
wird. In den meisten Lehrblchern werden weiterhin ausschliesslich die Minkowski-Diagramme be-
nutzt, wenn relativistische Vorgange aus der Sicht zweier zueinander bewegter Koordinatensys-
teme graphisch dargestellt werden sollen.

Hermann Minkowski hat 1908 seine beriihmte Ansprache auf der 80. Versammlung der Deutschen
Naturforscher und Arzte mit den folgenden Worten begonnen:

“Meine Herren

Die Anschauungen uber Raum und Zeit, die ich lhnen entwickeln méchte, sind auf experi-
mentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt ihre Starke. lhre Tendenz ist eine radi-
kale. Von Stund’ an sollen Raum fir sich und Zeit fur sich véllig zu Schatten herabsinken und
nur noch eine Art Union der beiden soll Selbsténdigkeit bewahren. ... “ [7-151]

Er entwickelte in diesem Vortrag eine konsequent vierdimensionale Betrachtungsweise des physi-
kalischen Geschehens, indem er die drei Raumkoordinaten und die Zeit zu einem vierdimensio-
nalen Vektor zusammenfasste und so mindestens fir die Mathematiker die SRT auf eine geometri-
sche Art und viel anschaulicher darstellen konnte. Einstein witzelte zuerst, dass er die SRT selber
nicht mehr verstehe, seit sich die Mathematiker ihrer angenommen hétten; er war sich aber spéater
im klaren, dass mit dieser Betrachtungsweise ein grosser Fortschritt erzielt worden war.

Epstein setzt mit seinem “Mythos”, auf dem er seine Darstellung aufbaut, genau an diesem Punkt
an. Epstein sagt: Es scheint uns nur so, dass wir in einem dreidimensionalen Raum leben und
darin unsere kleinen Ausflige machen, die wir als Funktion der eindimensionalen Zeit darstellen
kénnen. Tatséchlich leben wir alle in einer vierdimensionalen Raumzeit. Unsere Wahrnehmung
riihrt daher, dass alles und alle sich immer mit Lichtgeschwindigkeit durch diese vierdimensionale
Raumzeit bewegen - und diejenige Richtung, in die wir uns bewegen, nennen wir Zeit, die drei
anderen, die senkrecht darauf stehen, nennen wir Raum! Dass wir diejenige Richtung, in der wir
uns mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, nicht gleich rdumlich wahrnehmen kénnen wie die anderen,
ist ja aufgrund der Lorentz-Kontraktion versténdlich. In Epsteins Buch liest sich das so:

Um die Relativitatstheorie auch im Bauch zu verstehen, brauchen wir einen guten, neuen
Mythos. Hier ist er:

Warum koénnen Sie sich nicht schneller fortbewegen als das Licht ? Warum Sie sich
nicht schneller als das Licht fortbewegen kénnen liegt daran, dass Sie dies auch nicht
langsamer als das Licht tun kénnen. Es gibt nur eine Geschwindigkeit. Alles, wir mit
eingeschlossen, bewegt sich stets mit Lichtgeschwindigkeit. Wieso kdnnen Sie sich
bewegen, wo Sie doch auf einem Stuhl sitzen ? Sie bewegen sich durch die Zeit. [10-100f]

Die ganzen Phanomene der SRT ergeben sich nun daraus, dass sich nicht alle in die gleiche Rich-
tung der vierdimensionalen Raumzeit bewegen! Wir wollen dies gleich graphisch darstellen, und wir
werden sehen, dass diese Epstein-Diagramme, wie man sie nennen muss, die Phdnomene nicht
nur qualitativ richtig wiedergeben, sondern dass alle drei Grundphdnomene auch quantitativ korrekt
aus diesen Diagrammen herausgelesen werden kénnen. Bei vielen Aufgaben braucht man nur et-
was Kkariertes Papier, einen Zirkel und einen Massstab, man zeichnet das passende Epstein-
Diagramm und schon kann man die Lésungen mit zwei oder drei gultigen Ziffern ablesen!
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C2 Epstein-Diagramme

Das Dogma lautet: Alle bewegen sich immer und Uberall mit ¢ durch die 4d-Raumzeit. Jeder nennt
die Richtung, in der er sich bewegt, seine Zeit, und die dazu orthogonalen Richtungen bilden sei-
nen Raum. Eine Sekunde Zeit entspricht dabei 299'792'458 m =~ 300’000 km Raum (man kdnnte
sagen, dass man nicht alles schon friher gemerkt hat sei eine Folge dieses ‘Missverhéltnisses’...).

Nun wollen wir diese Bewegung durch die 4d-Raumzeit graphisch darstellen und haben dabei
natlrlich dasselbe Problem wie alle anderen, welche vierdimensionale Sachverhalte bildlich dar-
stellen wollen: Man muss ja schon froh sein, wenn Zeichnungen von dreidimensionalen Gebilden
auf einem Blatt Papier klar verstanden werden. In unserem Fall sind diese Schwierigkeiten aber
leicht auszurdumen: Wir stellen nur eine Raumrichtung dar, und zwar diejenige, in welcher die bei-
den Bezugssysteme sich relativ zueinander bewegen! In den beiden anderen Raumrichtungen
geschieht ja sowieso nichts Aufregendes nach unseren Formeln von B3 !

Wir werden immer ein schwarzes Koordinatensystem mit dem Ursprung A und ein rotes mit dem
Ursprung B verwenden, so wie sie auf p.26 oben gezeichnet sind. B bewege sich mit v entlang der
x-Richtung von Schwarz und A bewege sich mit -v entlang der x’-Richtung von Rot. A und B seien
sich in O begegnet und sollen dabei beide ihre Uhren auf null gestellt haben. Jeder messe zudem
mit Uhren, die im jeweiligen System mit den Mutteruhren in A resp. B synchronisiert sind. A und B
ruhen rdumlich beide in ihrem eigenen System und bewegen sich demnach (in ihrem eigenen Sys-
tem) nur durch die Zeit. Wir machen einen ersten Versuch:

zet

Zeid

Um Komplikationen mit der Kausalitat zu vermeiden miissen wir verbieten, dass Rot, der in O mit A
eine Wechselwirkung hatte, je in die zeitliche Vergangenheit von Schwarz vor O einwirken kann.
Das bedeutet, dass der Winkel ¢ nicht grosser als 90° werden darf. Sonst kénnte Rot nach einiger
Zeit seine Triebwerke zlinden, an den Ort von O zurtickkehren und dort zu einem Zeitpunkt eintref-
fen, der noch vor der Wechselwirkung zwischen A und B liegt, die ja schon stattgefunden hat. Wir
halten ausdruicklich fest:

Fiir Systeme, die miteinander wechselwirken kénnen, darf der Winkel ¢p zwischen den bei-

den Zeitachsen (also den Richtungen der Reise durch die 4d-Raumzeit) nicht grésser als 90°
sein.
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Wichtig ist, dass die Strecken OA und OB gleich lang sind: Beide legen in derselben Zeit immer
gleich viel Weg durch die Raumzeit zurtick ! Das ist Epsteins Dogma. Welche Bedeutung hat dabei
der Winkel zwischen den Zeitachsen? Zeichnen wir noch die Richtung der x-Achse von Schwarz
ein und markieren die Stelle, die B in dieser x-Richtung erreicht hat, derweil Schwarz nur um die
Strecke OA élter geworden ist:

et

Es ist also OA = OB. OA ist fiir Schwarz einfach die Zeit, die seit der Begegnung mit B in O ver-
strichen ist. In dieser Zeit hat B aus schwarzer Sicht rdumlich die Strecke OX zurlickgelegt. Daraus

da ja im rechtwinkligen Dreieck OXB bei der Ecke B der Winkel ¢ wieder auftritt. Den Ort von B im
Koordinatensystem von A erhalten wir also einfach, indem wir die raumzeitliche Position von B
senkrecht auf den Raum von A projizieren. Dabei haben wir allerdings ein kiilhnes Durcheinander
von Masseinheiten verwendet: OA, OB und OX sind vorerst mal Strecken in der Raumzeit. Bei der
Reduktion auf reine Zeiten oder Distanzen missen wir berlicksichtigen, dass 1 Sekunde Zeit einer
Distanz von 1 Lichtsekunde, also etwa 300’000 km entspricht! Wenn wir obenstehende Gleichung
einheitenmassig sauber notieren, sieht sie folgendermassen aus:

Die einheitenfreie Zahl sin(¢p) entspricht also im Epstein-Diagramm dem Verhdltnis von v zu ¢ ! Nun
haben wir die Sicht von Schwarz bevorzugt. Das ist unnétig, die Epstein-Diagramme haben (im
Gegensatz zu den Minkowski-Diagrammen !) die schéne Eigenschaft, dass sie eine symmetrische
Situation auch symmetrisch darstellen. Wir zeichnen also obiges Diagramm nochmals, dabei soll
aber auch B eine Raumachse erhalten:
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Sicht von A: Wahrend der Zeit OA legt B den Weg OX zurtick.
Sicht von B: Wéhrend der Zeit OB legt A den Weg OX’ zurtick.

Die beiden Dreiecke OXB und OX’A sind kongruent, in beiden Koordinatensystemen ergibt sich
betragsméssig derselbe Wert flr die Relativgeschwindigkeit v. Wegen den gewéhlten Orientierun-
gen der Koordinatenachsen erhalten wir allerdings unterschiedliche Vorzeichen fur v : Fir Rot
bewegt sich A in negativer x’-Richtung, wahrend sich B flir Schwarz in positiver x-Richtung bewegt.
Damit erhalten wir vollstandige Ubereinstimmung mit der Darstellung in B3 .

Vielleicht haben Sie sich schon gewundert, dass bei den Zeitachsen nicht t resp. t' vermerkt ist.
Den Grund daflr decken wir gleich im nachsten Abschnitt auf. Zuerst wollen wir noch eine kleine
Rechnung durchfiihren, die uns ein ganz wichtiges Ergebnis liefert. Fir spitze Winkel ¢ gilt

v2 v > 2
\1—0—2 = \1—(5) = \/1—S|n () = \/cos (p) = cos(yp)

Der Wurzelausdruck, der fir die Berechnung der Zeitdilatation und der Langenkontraktion ge-
braucht wird, hat im Epstein-Diagramm eine einfache geometrische Bedeutung! Fir Schwarz
gesprochen: sin(¢yp) projiziert OB auf meine Raumachse, cos(¢p) projiziert OB auf meine Zeitachse.
Das wollen wir sofort ausbeuten.
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C3 Die Zeitdilatation im Epstein-Diagramm

B bewege sich also fur Schwarz mit v in Richtung seiner positiven x-Achse. Bei der Begegnung in
O haben beide ihre Uhren in A und B auf 0000 gestellt. Die Begegnung hat bei x=0 und x’=0 statt-
gefunden. Etwas spéter haben sich A und B mit Lichtgeschwindigkeit durch die Raumzeit weiter-
bewegt und wir haben die folgende Situation:

2eit
A 2eit

- -

3@
\\.1
1
1
1
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Nach C2ist OA=0B =c-At und B hat sich fiir Schwarz raumlich nach X bewegt. Es gilt ja

OX = OB-sin(p)= (c-At)-(v/c) = v-At .

Welche Bedeutung hat nun die Strecke QY ?

Esist OY = OB-cos(¢p) = OA-cos(y)

Deuten wir OA nicht mehr raumzeitlich, sondern nehmen wir ganz den Standpunkt von Schwarz ein
und nennen OA ‘meine seit der Begegnung verstrichene Zeit’ At, so stellt OY also At-cos(¢p) dar,
und das ist nach der Feststellung am Ende von C2 nichts anderes als At’, also die Zeit, die aus der
Sicht von Schwarz (und auch aus derjenigen von Rot !) seit der Begegnung in O flr Rot verstrichen
ist! Da cos(¢p) gerade dem Wurzelausdruck entspricht, den wir fir die Berechnung der Zeitdilatation
brauchen, kann Schwarz auf seiner Zeitachse direkt ablesen, wieviel Zeit fiir jeden seit der Begeg-
nung in O verstrichen ist.

Um es noch einmal zu sagen: Schwarz projiziert einfach die raumzeitliche Position von allem und
jedem auf seine Zeitachse und weiss dann, welche Zeit eine Uhr dort anzeigt, die nach der Begeg-
nung der beiden Systeme in O vorschriftsgemass mit ihrer Mutteruhr A oder B synchronisiert wor-
den ist. Da die Uhren A und B bei der Begegnung auf null gestellt worden sind gilt

OA=At=t und OY=A'=YV
Wir kénnen auf das Umrechnen mit dem Faktor ¢ verzichten, wenn wir nur Zeiten vergleichen. Die

ganze Darstellung wirde ohnehin einfacher und schéner, wenn wir Langen in Lichtsekunden mes-
sen wirden, ¢ hatte dann einfach den Wert 1 oder ‘1 licht’.

Auf seiner Zeitachse kann Schwarz also t und t' ablesen !
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C4 Die Langenkontraktion im Epstein-Diagramm

Auch die Langenkontraktion Iasst sich mihelos und quantitativ korrekt im Epstein-Diagramm able-
sen. Betrachten wir die folgende Zeichnung:

e b 2t

Was sagt Rot ?

Die Strecke OC ruht in meinem System, sie wird nur alter. Sie bewegt sich nur durch die Zeit,
und zwar um OB = CD. Die Strecke hat die Lange OC = BD, das ist ihre Eigenldnge. Schwarz
bewegt sich in dieser Zeit raumzeitlich naturlich gleich weit, ndmlich von O nach A. Rein
raumlich bewegt er sich mit v = -c-sin(¢p) von O nach F. Dabei verstreicht bei ihm weniger
Zeit, namlich nur OE = OA-cos(yp) = OB-cos(p)

Was sagt Schwarz ?

Die Strecke OC bewegt sich raumzeitlich nach BD, derweil ich einfach um OA alter werde.
Die Strecke OC altert derweil nur um OJ = OB-cos(¢p) = OA-cos(¢p). Ich messe an dieser
Strecke eine Lange von OG = HI in der x-Richtung. Es ist OG = OC-cos(¢). Rein rdumlich
gesprochen messe ich, dass sich eine Strecke OG mit v = c¢-sin(¢p) nach HI bewegt.

Alle Aussagen stimmen vollstandig mit den Ergebnissen von B2 und B3 tberein!

Im Eigensystem hat jedes Objekt seine Eigenlange und bewegt sich nur durch die Zeit. Das Abkip-
pen um den Winkel ¢ bewirkt, dass die Langen von schnellen Objekten als ‘Schatten’ verkirzt
gemessen werden, und auch das Voranschreiten der Zeit wird fir diese schnellen Objekte verlang-
samt. Das Schéne dabei ist, dass beide Effekte quantitativ korrekt wiedergegeben werden. Und:
Die beiden Prinzipien der maximalen Eigenzeit und der maximalen Eigenldnge werden im Epstein-
Diagramm evident!
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Von der Langenkontraktion ist nach B3 nur diejenige Raumrichtung betroffen, die mit der Richtung
der Relativgeschwindigkeit Gbereinstimmt. Epstein illustriert das mit zwei Zeichnungen [10-114]:

Die USA ruhend. Sie bewegt sich nur durch die Zeit:
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Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Die USA beobachtet aus einem Raumfahrzeug, welches von Ost nach West (iber die USA hinweg
rast. Die USA rasen dann fur die Insassen des Raumfahrzeuges von West nach Ost, die Zeitachse
der USA kippt dabei um einen Winkel ¢ ab, und die rdumliche Projektion der USA schrumpft, aber
nur in der Richtung der Relativbewegung:

V14
e
WA

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Raum und Zeit sinken tatsachlich zu Schatten herab (Zitat in C1 !), Schatten der raumzeitlichen
Bewegung, in welcher sich alle immer mit Lichtgeschwindigkeit befinden!
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C5 Die Desynchronisation im Epstein-Diagramm

Uhren, die fur Rot synchronisiert sind, projizieren auf dieselbe Stelle der roten Zeitachse. Fiur Rot
synchronisierte Uhren liegen also auf Parallelen zur roten Raumrichtung. FlUr Schwarz, der alle
Zeiten auf seiner schwarzen Zeitachse abliest, weisen aber solche Uhren eine Zeitdifferenz auf:

et A
Zext
- ——— c

A'f. i :‘\'
] T A e S D
\\\\ g ¥

0 {)Y/\ reotul\ (X)
Kaun, (X')

Schwarz stellt fest: At-c = Ax™sin(¢p) = AXv/c , das ist bis aufs Vorzeichen die Formel von B6 !
Aber auch das Vorzeichen kénnen wir ablesen: Die vordere Uhr von Rot geht aus der Sicht von
Schwarz nach. Es muss also heissen  Atc = —Ax’sin(¢p) = —-Axv/c  in vollkommener Uberein-
stimmung mit B6.

Es ist eine lohnende (also auch nicht ganz einfache) Aufgabe sich zu Uberlegen, wie der Versuch,
vorbeifliegende distante Uhren wie in B6 zu synchronisieren, im Epstein-Diagramm aussieht. Man
muss dabei beachten, dass sich Licht in jedem Bezugssystem immer mit ¢ bewegt, dass also der
Quotient v/c flr Licht 1 ist und damit der Winkel ¢p immer 90° betragt! Licht bewegt sich in jedem
Bezugssystem nur raumlich, parallel zur Raumachse. Und: Photonen altern nicht!
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C6 Unsere Musteraufgabe im Epstein-Diagramm

Wir wollen noch die Musteraufgabe, die wir schon am Ende von B6 auf Seite 31 gel6st haben, im
Epstein-Diagramm darstellen. Damit alles méglichst einfach und klar aussieht zeichnen wir zwei
Diagramme: Eines aus der Sicht von Schwarz mit ruhendem Rohr und das andere aus der ‘roten’
Sicht des Teilchens, welches das Rohr Uber sich hinwegrasen sieht.

Zuerst zum Abkippwinkel der beiden Zeitachsen: Den Sinuswert von v/c = 0.8 brauchen wir nicht in
einen Winkel umzurechnen. Wir missen nur die Hauschen auf dem Papier abzahlen und fir den
Kreisradius z.B. 20 Hauschen wéhlen: 16/20 = 8/10 liefert dann den richtigen Winkel (-> grine Hilf-
slinien).

A Zeit

[ -

/ Im (™ 10w 1Alwm Boria (X)

Wahrend sich das Teilchen raumzeitlich von O nach B bewegt, altert das Rohr einfach um dieselbe
Strecke, also um OA resp. CD. Die Uhren an den beiden Rohrenden sind fir Schwarz synchroni-
siert: O und C respektive A und D projizieren auf dieselbe Stelle der schwarzen Zeitachse. Ist das
Teilchen in B angelangt, verlasst es gerade das Rohr. Die Einheiten sind dabei folgendermassen
gewahlt: 3 Hauschen entsprechen 3 m Raum oder 10 ns Zeit | Wichtig: Man kann nur eine der bei-
den Skalen frei wahlen, die andere ist dann durch die Lichtgeschwindigkeit ebenfalls festgelegt. Wir
lesen ab: Der Vorgang dauert fir Schwarz OB = OA = 50 ns. Derweil verstreichen fir Rot nur OE =
30 ns.

Soweit die Sicht von Schwarz. Nun wollen wir dasselbe aber auch noch aus der Sicht von Rot dar-
stellen.
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Fur Rot bewegt sich die Strecke OC (das Rohr) durch die Raumzeit nach AD. Dies beansprucht die
Zeit OA = CD = OB = 30 ns . Rot misst eine Streckenlange von OE = FO = OC-cos(¢) = OC-0.6 =
7.2 m . Rot weiss, dass die Uhr von Schwarz bei D gerade 50 ns anzeigt. Dennoch sagt Rot, dass
sich das Ganze fur Schwarz in der Zeit OG = FA = OA-cos(¢p) = OB-cos(p) =30 ns - 0.6 = 18 ns
abspielt. Schwarz messe nur deshalb 50 ns, weil seine hintere Uhr (die sich auf der Linie CD
bewegt) gegenliber der anderen (die sich auf OA bewegt) einen konstanten Vorsprung von EC =
GD = 32 ns aufweise (Desynchronisation).

Vergleichen Sie diese Darstellung sorgféltig mit den Rechnungen in B6 und Uberzeugen Sie sich,

dass wir alle Ergebnisse korrekt und ohne jede Rechnung aus den Diagrammen herauslesen kon-
nen.
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C7 Das Zwillingsparadoxon in der Darstellung von Epstein

Die folgende Geschichte hat die Gemiter immer wieder erhitzt: Zwillinge A und B studieren beide
Raumfahrt. Wenn sie beide 25 sind bricht B zu einer ausgedehnte Raumreise mit v = 12/13-c auf,
wahrend A Dienst im Kontrollzentrum auf der Erde leistet. Nach 26 Jahren Erdzeit ist A gerade 51,
wenn sein Bruder B von seiner Reise auf die Erde zurlickkehrt. Wie alt ist dann B ?

Wir wollen die kurzen Beschleunigungsphasen beim Start, der Umkehr der Flugrichtung und bei
der Landung ignorieren und nehmen an, dass B 13 Jahre mit v weggeflogen und danach 13 Jahre
lang mit -v zurlckgeflogen ist. Der Wurzelausdruck, also cos(¢), hat fir diesen Wert von v/c den
Betrag 5/13, sowohl beim Hinflug als auch beim Rickflug altert B also nur um 5 Jahre. Bei der
Ruckkehr auf die Erde ist er demnach erst 35 Jahre alt, wéhrend sein Zwillingsbruder schon seinen
Einundfunfzigsten feiert.

“Aus der Sicht des Raumfahrers ist doch alles gerade umgekehrt, dann misste doch A jinger sein
als B! Damit ist der ganze Schwindel dieser Relativitatstheorie schon aufgeflogen.” So oder ahnlich
tont es in hitzigen Pamphleten gegen die SRT. Tats&chlich ist der ganze Versuch aber asymme-
trisch: Nur A befindet sich die ganze Zeit in Ruhe in einem Inertialsystem, wahrend B in verschie-
denen Phasen seiner Reise Beschleunigungen ausgesetzt ist. Wahrend der unbeschleunigten
Flugphasen hat tatséchlich auch B den Eindruck, dass sein Bruder A etwas retardiert wirkt. Im
Epstein-Diagramm lasst sich das Ganze schon darstellen:

A
f R}
-
Wy T Wy +
157 + 157 -+
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B AT 104
\\\\ B>
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= 0
! t + —p R + + + > R
_“< 5ly 0L, ISy VL 5Ly, Sty 0L, I§L7

Das linke Diagramm entspricht der Darstellung im Text, das rechte ist etwas realistischer, da es die
Beschleunigungsphasen bericksichtigt. Wichtig ist, dass die Wege der beiden Zwillinge durch die
Raumzeit gleich lang sind: Streckt man den roten Faden, dann hat er von O bis B eine Lange von
genau 26 Hauschen, ist also gleich lang wie OA. Da B einen Teil dieser Raumzeit-Strecke fiir den
Raum beansprucht, bleibt bei ihm weniger flr die Bewegung in der Zeit Ubrig. So einfach ist das.
Vergleichen Sie diese Darstellung des Zwillings-Paradoxons mit anderen, welche dazu Minkowski-
Diagramme zeichnen, z.B. in [15-64] oder [16-405] !
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C8 Zusammenfassung

1. Zeitdilatation - Relativitat der Zeitmessung - “schnelle Uhren gehen langsamer”

A - AT = sty

2. Langenkontraktion - Relativitdt der Langenmessung - “schnelle Massstébe sind kirzer”

OF
4

3. Relativitat der Gleichzeitigkeit - die Synchronisation von relativ zueinander ruhenden Uhren
ist nur innerhalb ihres eigenen Ruhesystems giiltig

Af'o = -ox"% = -'Ax"ﬁu(?)

4. Die Formeln:

sin(g) =

ol<
Q
o
[
2
3
£
]
=
|
%S
NN
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C9 Aufgaben und Anregungen

1. Zeichnen Sie ein Epstein-Diagramm zu einem Flugzeug B, welches mit 3240 km/h Uber den
Kopf von A hinwegdonnert.

2. Losen Sie die Aufgaben 6, 7 und 11 von B7 mithilfe von Epstein-Diagrammen.

3. Wie schnell muss ein Einstein-Zug fahren, damit er mit seiner Eigenlange von 260 m vollstén-
dig in einen Tunnel der Eigenlange 240 m passt? In welchem System denken wir, wenn wir die
Frage so formulieren?

4. Positive Pionen sind so schnell, dass sich ihre Halbwertszeit vervierfacht hat gegeniiber dem
Wert, den man an langsamen Pionen misst. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit dieser Pionen
a) rechnerisch und b) graphisch.

5. Die berihmte Aufgabe vom 6 m langen Auto und der 6 m langen Garage, die vorne und hinten
mit einem Tor versehen ist: Das Auto rase mit 0.8-c durch diese Garage. Zu Beginn sei das
vordere Tor gedffnet und das hintere geschlossen. Sobald das Auto ganz in der Garage steckt
schliesst man das vordere Tor. Wie lange steckt das Auto ganz in der Garage? Welche Lange
hat es im System der Garage? Wann muss man das hintere Tor spéatestens 6ffnen?

6. Nochmals die Aufgabe 5, aber diesmal aus der Sicht des Autos, Uber welches diese seltsame
Garagen-Rohre hinwegrast. Wie lang ist die Réhre? Warum meinen die Leute im System der
Garage, sie kdnnten das Auto eine gewisse Zeit lang ganz einsperren?

7. 4 relativ zueineinander ruhende Raumstationen sollen ein grosses Quadrat der Kantenlénge 1
Lichtsekunde bilden. Ein Beobachter X fliege genau diagonal langs AC Uber dieses Quadrat
hinweg, und zwar mit 0.8-c .

a) Welche Gestalt hat das Quadrat fir X ? (Rechnung und Zeichnung)

b) Wie lange dauert dieser Flug von A bis C aus der Sicht der Quadratbewohner ?

c) Die Quadratbewohner wissen, dass X fur diese Flugdauer einen anderen Wert misst.
Welchen denn, und was ist der Grund dafiir aus der Sicht der Quadratbewohner ?

d) X misst tatsachlich diesen Wert, begriindet das aber ganz anders. Wie ?

e) Die Quadratbewohner haben ihre Uhren in A, B, C und D ja synchronisiert. Fiir X sind aber
nur 2 dieser Uhren synchronisiert. Welche ?

f) Welche Fehlsynchronisation weisen die Uhren von A und B flr X auf ?

8. Seit dem Urknall haben wir (so heisst es - siehe dazu auch p.139 !) etwa 14 Mia Jahre Zeit
zuriickgelegt. Welches Alter hat eine Galaxie heute fir uns, welche sich seit dem Urknall mit
0.9-c von unserer Milchstrasse entfernt ? Und wann ist das Licht von dieser Galaxie ausge-
sandt worden, wenn es uns heute erreicht ? Zeichnen Sie dazu ein Epstein-Diagramm!

9. B fliegt mit seinem Raumtéff geradlinig an der Erde A vorbei mit 0.8-c. Auf seiner hochgenauen
Armbandubhr stellt B fest, dass er 30 Minuten nach dem Vorbeiflug an der Erde eine Raumsta-
tion C passiert. Bei dieser Gelegenheit setzt er einen Funkspruch an die Erde ab. C und A
ruhen relativ zueinander und haben ihre Uhren synchronisiert.
a) Welche Distanz haben A und C fir B respektive flr A ?
b) Welche Dauer messen die Leute in A und C fiir den Flug von B Uber diese Strecke ?
c) Wieviele Minuten nach dem Vorbeiflug von B an A trifft der Funkspruch von B in Aein ?
Versuchen Sie sich etwas mit Epstein-Diagrammen!
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Hermann Minkowski 1864—1909

»Ach, der Einstein? Der schwénzte doch immer die Vorlesungen — dem hétte ich das gar nicht
zugetraut.« Diese Worte soll — ziemlich sicher verbirgt — Hermann Minkowski zu seinem Assisten-
ten Max Born geduBert haben, als er Uberraschenderweise von Einsteins spezieller Relativitats-
theorie Kenntnis erhielt. Denn als Minkowski Mathematikprofessor am Ziricher Polytechnikum war,
studierte dort Einstein ab 1896 mit der Absicht, Physiklehrer zu werden. Er betrieb sein Studium
aber nicht in der Ublichen Manier. Insbesondere die mathematischen Vorlesungen vernachlassigte
er in auffalliger Weise. Einstein hat in spateren Jahren sehr wohl eingesehen, dass die Vernachlés-
sigung der héheren Mathematik in seiner Studienzeit ein groBer Fehler war und er sah sich dann
gendtigt, seine mathematischen Kenntnisse nachtréglich zu erweitern.

Einstein war von Minkowskis neuen Ideen zuné&chst nicht beeindruckt und betrachtete die vierdi-
mensionale Darstellung als »Uberflissige Gelehrsamkeit«; er witzelte gar, seit sich die Mathema-
tiker der Relativitatstheorie bemé&chtigt hatten, verstehe er sie selbst nicht mehr. Doch vier Jahre
spater pries er Minkowskis »wichtige Gedanken, ohne die die allgemeine Relativitatstheorie viel-
leicht in den Windeln stecken geblieben wére.« Diesen spaten Dank Einsteins an seinen friiheren
Lehrer hat Minkowski leider nicht mehr entgegennehmen kénnen — er ist, erst 44-jahrig, im Jahre
1909 in Géttingen verstorben. Seine hinterlassenen wissenschaftlichen Notizen wurden von Max
Born, dem spéateren Nobelpreistrager flr Physik, bearbeitet und herausgegeben.

[aus http://edoc.hu-berlin.de/cmsj/27/biener-klaus-77/HTML/22.xml , 19. August 2006]

49



Spiral Galaxy NGC 3190
(FORS/VLIT)
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D Lorentz-Transformationen,
Geschwindigkeits-Addition und
Dopplereffekt

Wir untersuchen, wie sich Koordinaten zwischen verschiedenen Inertialsystemen in der Mechanik
von Galilei und Newton transformieren und leiten die alte Addition von Geschwindigkeiten her.
Dann machen wir dasselbe, aber unter Berucksichtigung der 3 fundamentalen Effekte der SRT. Die
sogenannten Lorentz-Transformationen leiten wir gleich zweimal her: Einmal mithilfe von Epstein-
Diagrammen und ein zweites mal allein mit den Formeln aus Abschnitt B. Aus den Lorentz-
Transformationen gewinnen wir die relativistische Formel fir die Addition von Geschwindigkeiten.
Schliesslich leiten wir noch die optische Dopplerformel her.
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D1 Koordinatentransformationen vor der SRT

Ein Ereignis im physikalischen Sinne findet zu einem bestimmten Zeitpunkt an einem bestimmten
Ort statt. In jedem Bezugssystem (Koordinatensystem, Inertialsystem) kdnnen einem Ereignis also
ein Zeitpunkt sowie drei Ortskoordinaten zugeordnet werden. Zu einem Ereignis gehért in jedem
Koordinatensystem ein Punkt in der 4d-Raumzeit.

Wir untersuchen in diesem und den folgenden zwei Abschnitten, wie sich die die 4 Koordinaten, die
ein Beobachter im einen Bezugssystem einem Ereignis zuordnet, korrekt umrechnen, damit man
die 4 Koordinaten erhélt, die ein Beobachter in einem anderen Bezugssystem demselben Ereignis
zuordnet. Die Formeln, welche diese Umrechnung beschreiben, heissen Koordinatentransforma-
tionen.

Dabei gehen wir (wie bisher schon) immer davon aus, dass wir zwei Koordinatensysteme, ein
schwarzes, ‘ungestrichenes’ und ein rotes, ‘gestrichenes’ betrachten, die speziell einfach zueinan-
der ausgerichtet sind (gleiche Zeichnung wie in B3):

Der Ursprung B des roten Systems soll sich mit v entlang der x-Achse von Schwarz bewegen, und
die x’-Achse von Rot soll mit der x-Achse von Schwarz zusammenfallen. Damit bewegt sich A mit
der Geschwindigkeit u = -v entlang der x’-Achse von Rot. Die beiden anderen rdumlichen Achsen
(also y und y’ respektive z und z’) sollen immer zueinander parallel sein. Zudem sollen sowohl Rot
als auch Schwarz im Moment, wo A und B zusammenfielen, die Uhren auf null gestellt haben. Alle
weiteren Uhren, die Schwarz evtl. verwendet, sollen innerhalb seines Systems mit der Mutteruhr in
A synchronisiert sein. Das entsprechende gelte fur allfallige weitere ‘rote’ Uhren.

Wir (iberlegen uns nun, wie sich die Koordinaten innerhalb der Mechanik von Galilei und Newton
umrechnen:

Da die Uhren von Rot und Schwarz bei der Begegnung lbereinstimmend auf null gestellt worden
sind, werden beide Uhren (und damit alle weiteren Uhren von Rot und Schwarz) immer Uberein-
stimmen. Sie zeigen im Rahmen ihrer Ganggenauigkeit dieselbe Zeit an, Geschwindigkeiten haben
keinen Einfluss auf die Synchronisation oder die Ganggeschwindigkeit von Uhren. Es gilt also in
jedem Moment und flr alle Orte

(1) t=t

Auch bei den Distanzen zur x-Achse, welche ja mit der x’-Achse als Gerade identisch ist, wird man
keine Differenzen haben. Es gilt

(2) y=y und z=z
Es gibt nur etwas umzurechnen, wenn man eine x’-Koordinate von Rot in x ausdriicken will oder
umgekehrt. x’ ist die Distanz des Ortes des Ereignisses, projiziert auf die x/x-Gerade, zum roten
Ursprung B. Dieser hat selber die Distanz v-t vom schwarzen Ursprung A. Somit errechnet sich
die x-Koordinate des Ereignisses einfach nach

(3) x=x+vt=x"+vt unddamitauch x =x-v-t
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Damit haben wir die sehr einfachen Galilei-Transformationen gefunden. Wir haben dabei entschei-
dend Gebrauch gemacht von Newtons Vorstellung einer wahren, absoluten Zeit, die fur alle gleich
ablauft, sowie seiner Vorstellung des wahren, absoluten Raumes, welcher die Berechnung von
absolut gliltigen Abstdnden oder Langen gestattet.

Nun soll noch (wie in A3 versprochen) gezeigt werden, dass sich auf dieser Basis von Galilei und
Newton die ‘klassische’ Addition von Geschwindigkeiten ergibt (‘klassisch’ ist in diesem Zusam-
menhang immer gleichbedeutend mit ‘nicht relativistisch’).

Es bewege sich also C fir Rot mit der Geschwindigkeit w’ in x’-Richtung. Die x’-Koordinate von C
istdann x’=a+ w’t’, wo a irgendeine Konstante bedeutet . Dies ist die Distanz in x’-Richtung von
B zu C. B befindet sich aber zu einem beliebigen Zeitpunkt t flir Schwarz am Ort v-t. Der Ort von C
entlang der x-Achse von Schwarz ist damit x = v-t + a + w™t’. Dabei haben wir schon die Absolut-
heit von Distanzen benutzt. Jetzt benutzen wir noch Newtons absolute Zeit und ersetzen t' einfach
durch t nach (1). Damit erhalten wir x=v-t+a+wt=a+ (v+ w’)-t. Die gesuchte Geschwindig-
keit von C fir Schwarz ist also w =v + w’, die Geschwindigkeiten addieren sich einfach.

Far den Vergleich mit den etwas komplizierteren Lorentz-Transformationen, die wir im néchsten
Abschnitt herleiten, stellen wir die Galilei-Transformationen noch in einer Tabelle dar:

t=t t=¢t
X =x—-vt X=X+ vt
y'=y y=y
z’=z z=7

Diese Koordinatentransformationen beschreiben also, wie in der klassischen Mechanik die Koordi-
naten (t,x,y,z), die Schwarz einem Ereignis zuschreibt, umgerechnet werden in die Koordinaten
(t',x’,y’,z’), welche Rot flr dasselbe Ereignis festhalt - und umgekehrt. Wenn die beiden Koordina-
tensysteme weniger speziell ausgerichtet wéaren zueinander, so wéaren natrlich die Zeilen 2, 3 und
4 in den Késtchen etwas komplizierter. Gar nichts wirde sich aber an der ersten Zeile dndern, da
zeigt sich ja Newtons absolute Zeit.

Eine etwas kindliche Anregung: Bewegen Sie sich wieder einmal (als Kind haben Sie das sicher
schon gemacht) entgegen der offiziellen Fahrtrichtung auf einer Rolltreppe oder auf einem der lan-
gen Laufbénder, die man in den Fingerdocks von Flughéfen antrifft. Es macht einfach Spass, und
Sie kdnnen die Addition (respektive Subtraktion) von Geschwindigkeiten erleben.
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D2 Herleitung der Lorentztransformationen aus Epsteindiagrammen

Wenn Schwarz und Rot die Messwerte fir Ort und Zeit, die sie einem Ereignis zuordnen, miteinan-
der vergleichen wollen, setzt das voraus, dass sie sich schon einmal begegnet sind und beide bei
dieser Begegnung in x =0 =x" die 'Mutteruhren' auf t=0 =t' gestellt und dann die ibrigen Uhren
innerhalb ihres Systems mit der Mutteruhr synchronisiert haben. Ein Ereignis kommt sozusagen nie
allein - es ist immer ein zweiter Kontakt von Rot und Schwarz. Andernfalls sind die Messwerte von
Rot und Schwarz beliebig, es gibt gar keine Mdglichkeit, sie aufeinander zu beziehen! Diese Vor-
bemerkung gilt Ubrigens flr alle Raumzeit-Diagramme, nicht nur fir diejenigen von Epstein.

Betrachten wir also zwei Koordinatensysteme nach dieser Begegnung in O, so wie sie im vorange-
henden Abschnitt genau beschrieben worden sind. Nun bewege sich irgendeine Rote Uhr an einer
bestimmten Stelle von Schwarz vorbei, und sie soll dabei die Koordinaten (t’,x’,y’,z’) dieser Begeg-
nung festhalten. Welche Koordinaten (t,x,y,z) wird Schwarz dieser Begegnung zuschreiben? Wie
kénnen generell solche Ereignis-Koordinaten ineinander umgerechnet werden, wenn man die rela-
tivistischen Effekte der Zeitdilatation, der L&ngenkontraktion und der Desynchronisation berticksich-
tigt, die wir im Abschnitt B aus Einsteins Grundpostulaten hergeleitet haben?

Diese Frage wird durch die Lorentz-Transformationen beantwortet, von denen in A3 und A4 bereits
die Rede war. Diese Lorentz-Transformationen leiten wir in diesem Abschnitt aus den Epstein-
Diagrammen her. Fur Skeptiker folgt im nédchsten Abschnitt noch eine Herleitung allein aus den drei
Grundph&nomenen und ihrer quantitativen Beschreibung nach Abschnitt B.

Zuerst halten wir fest, dass weiterhin die bequemen Gleichungen y =y’ und z =2z’ gelten. Nach
B3 sind Distanzen senkrecht zur Relativgeschwindigkeit der beiden Systeme, also senkrecht zu x
und x’, fir Schwarz und Rot gleich gross. Wir brauchen uns daher nur noch um die Zeiten und die
Ortskoordinaten in Richtung von v zu kimmern. Und genau diese Werte werden im Epstein-
Diagramm ja schén dargestellt. Wir starten mit einem fast ‘leeren’ Epstein-Diagramm:

A et
Zeit
E
¥
0
\L ——
/ $ x- Adase

x'- Rdye

Wir markieren einen beliebigen Punkt E . Es bestehen keine Zweifel darlber, wo E fir Schwarz und
fir Rot liegt: Wir missen nur E auf die x- respektive die x-Achse projizieren. Wir erhalten die
Punkte C und D (folgende Figur), und es gilt

(1) x=0C wund x'=0D nebst 2 y=y und z=7
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Diese Projektionen liefern uns zusétzlich den Hilfspunkt Q, den wir spater noch brauchen. Wir ha-
ben damit das folgenden Bild vor uns:

A et

2eit

Nun zeichnen wir noch die Projektionen auf die beiden Zeitachsen ein und erhalten die Punkte F
und B :

A et

x- Acise

:
~0
/

x'= Rduse

Fir Rot sind die Uhren in O und D (oder, etwas spater, in B und E) synchronisiert. Schwarz sieht
das anders. Was die lokale rote Uhr am Ort D firr das Ereignis E anzeigt liest Schwarz einfach auf
seiner Zeitachse ab: Es ist

(3) t=OF=CE
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Damit sind beide Effekte (Zeitdilatation und Desynchronisation) bericksichtigt. Jetzt fehlt uns im
Diagramm noch die Zeit t von Schwarz. Mit welcher Uhr misst Schwarz den Vorbeiflug der Roten
Uhr am Ort x ? Naturlich mit derjenigen, die sich am Ort x befindet, also mit derjenigen, die sich bei
der Begegnung der Mutteruhren in O im Punkt C befand. Wo ist aber diese Uhr im Epsteindia-
gramm, wenn sich die Rote Uhr seit dieser Begegnung von D nach E bewegt hat? Nach dem
Dogma von Epstein bewegen sich zwischen zwei Ereignissen alle immer gleich weit durch die
Raumzeit. Die Schwarze Uhr am Ort x befindet sich dann im Punkt G, fur den gilt
CG=0A=0B=DE:

Zum Ereignis "die Rote Uhr, die sich in ihrem System am Ort x' befindet, fliegt am Ort x von
Schwarz vorbei" gehéren also im Epstein-Diagramm die beiden Punkte E und G ! Dies ist gerade
fur diejenigen oft etwas verwirrend, die sich mit anderen Typen von Raumzeit-Diagrammen gut
auskennen, bei denen zu einem Ereignis immer ein einziger Punkt im Diagramm gehort.

Schwarz schreibt diesem Ereignis somit die folgende Zeitkoordinate zu:
(4 t=0OA=0B=DE

Wir haben immer noch die Aufgabe, zu gegebenen Werten von (t,x,y,z) die zugehdérigen Werte
(t’,x’,y’,2’) zu finden und umgekehrt. Wie das mit y und z lauft wissen wir bereits. Wir studieren nun,
wie man zu (t’,x’) die Werte (t,x) erhalt. Die umgekehrten Transformationen kann man daraus als
kleine Algebralibung ableiten.

Wir setzen alle raumzeitlichen Strecken als Langen ein und muissen daher die Zeiten mit ¢ multi-
plizieren. Es gilt:

t-c = 0A =0B =DE =DQ + QE = OD-tan(¢p) + CE/cos(¢p) = x"sin(¢p)/cos(p) + t’-c/cos(p)
Wenn wir uns noch an die Bedeutung von sin(¢p) und cos(¢) erinnern, sind wir schon fertig:
tc = x-(v/lc)/V +tc/V = (tc+xvic)/V

Wir dividieren noch durch ¢ und schreiben das Ganze etwas konventioneller:
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Die beiden Summanden im Zahler reprasentieren (zusammen mit dem Nenner) schén die beiden
Effekte der Zeitdilatation und der Desynchronisation. Fir x’ = 0 hatten wir nur den ersten Effekt,
fir t'=0 zeigt sich vor allem der zweite Effekt.

Ebenso leicht kdnnen wir herleiten, wie man den zu (t’,x’) gehdrigen Wert von x erhélt:
x=0C =0Q + QC = OD/cos(¢p) + EC-tan(¢p) = x’/cos(¢p) + t’-c-sin(p)/cos(p) , also
x=x/V +{tcv/ic)/ v =(xX +vt) [V

Hier ist der Unterschied zur entsprechenden Galilei-Transformation kleiner, es zeigt sich sozusagen
nur die Langenkontraktion.

Wir stellen die zweimal vier Transformationsgleichungen noch in einer Tabelle zusammen:

XV pe XY
t—_C C t—__C ¢
1_ﬁ 1_ﬁ

1 e? 1 e?
, X-v-t xX'+v-t
X'= > X= >
1-Y 1-L

\ C \ 02

y' =y y =y
z' =2z z =2

Die hier beschriebenen Transformationen (t,x,y,z) <---> (t’,x’,y’,z’) missen einander gegenseitig
rickgangig machen, wenn sie hintereinander ausgefiihrt werden. Die entsprechende Kontroll-
rechnung sei dem Leser als Uebung empfohlen.

Der Autor dieses Biichleins méchte ja vor allem das hohe Lied auf die Epstein-Diagramme singen.
In den USA nennt man solche Typen ‘Evangelisten’. Auf diese hier erstmals gezeigte Herleitung der
Lorentz-Transformationen aus einem Epstein-Diagramm bin ich als Epstein-Evangelist ganz schén
stolz ...

Fir Skeptiker oder Unverbesserliche folgt im néchsten Abschnitt eine Herleitung dieser Transfor-
mationen ganz ohne Epstein-Diagramme, allein aus den Ergebnissen von Abschnitt B.
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D3 Herleitung der Lorentz-Transformationen aus den Grundphéno-
menen

Es seien also wieder zwei Koordinatensysteme gegeben, wie sie zu Beginn von D1 genau
beschrieben worden sind. Ein Ereignis E habe fir Rot zum Zeitpunkt t' am Ort (x’,y’,z’) stattge-
funden. Wir wissen schon, dass es fir Schwarz am Ort (x,y,z) stattfindet mit y=y’ und z=2". Es
sind noch die Werte von t und x zu bestimmen, welche fir Schwarz zu diesem Ereignis gehéren.

Flr Schwarz lauft die ‘Mutteruhr’ von Rot am Ort B (wie jede Uhr von Rot) zu langsam, es gilt
t=t(A) =t(B)W oder tv=1t(B)

Eine Uhr am Ort x’ von Rot weist fiir Schwarz zudem eine Desynchronisation zur Uhr in B auf von
At = -x-v/c?

Die rote Uhr in B wird also schon t'(B) = t'(X’) - At' =t + x’»v/c2 anzeigen, wenn E stattfindet. Somit
erhalten wir fir den entsprechenden Uhrenstand von A den Ausdruck

t(A)V =t'(B) = t' + x"v/c2

Fir t=t(A) selber ergibt sich daraus

t=(t+x-v/ic2)/V

Genau diesen Ausdruck haben wir auch in D2 fiir t hergeleitet.

Nun gilt es noch zu kléaren, bei welcher x-Koordinate das Ereignis E flr Schwarz stattfindet. Rot
meint, dass die Distanz d’von A zum Ort x’ der x’-Koordinate von E den folgenden Wert habe:
d= X(E)-xX(A) = X +vt(B) = X+vt(X) = X+ vt

Dabei haben wir benutzt, dass fir Rot die Uhren in B und in X’ synchronisiert sind. Fur Rot hat also
das Ereignis E entlang der x’-Achse, also auch entlang der x-Achse, den Abstand d’ von A.
Schwarz weiss, dass Rot alle Langen in x-Richtung verkirzt sieht. Der Abstand des Ereignisses
von A muss demnach fiir Schwarz d =d’/V betragen, und wir sind fertig:
x=d=d/V=(x+vt)/V

Genau diesen Ausdruck haben wir auch in D2 fir x hergeleitet.

Interessant ist, dass in den meisten Lehrblichern zur SRT flir Mittelschulen diese Lorentz-Trans-
formationen nicht hergeleitet werden. Oft werden sie vorausgesetzt oder ‘mitgeteilt’ und dann wer-
den die Zeitdilatation und die Langenkontraktion daraus abgeleitet. Der umgekehrte Weg von den
Grundphanomenen zu diesen doch schon abstrakteren Transformationen kann eben nur beschrit-
ten werden, wenn auch die Desynchronisation quantitativ behandelt worden ist.

Der Grund fur die Einfihrung dieser Lorentz-Transformationen ist aber bei allen Autoren derselbe:
Sie liefern eine einfache Herleitung der korrekten Formel fir die Addition von Geschwindigkeiten.
Dabei hat man es ja grundsétzlich mit drei Inertialsystemen zu tun: B bewegt sich mit v relativ zu A,
und C bewegt sich mit w’ relativ zu B. Welche Geschwindigkeit hat dann C fir A ? Der Winkel ¢
zwischen den Zeitachsen kann ja sowohl fir A und B als auch fir B und C zB. 60° betragen. Figt
man nun die beiden entsprechenden Epstein-Diagramme naiv zu einem einzigen mit 3 Zeitachsen
zusammen, so ist der Winkel zwischen den Zeitachsen von A und C bereits 120° | Auch mir als
Epstein-Evangelist blieb es bis vor kurzem nicht erspart, die Formel fur die Addition von Geschwin-
digkeiten in der SRT uber die Lorentz-Transformationen abzuleiten.

Alfred Hepp hat mich nun darauf aufmerksam gemacht, dass Epstein in der zweiten Auflage von
[10] im Anhang A zeigt, wie man den korrekten Abkippwinkel fir die Geschwindigkeit w aus den-
jenigen fir v und w’ mit Zirkel und Lineal konstruieren kann. Dank der Skizze in jenem Abschnitt
(die zuerst auch verstanden sein will ) konnten wir schliesslich einen recht einfachen Beweis fur
die Additionsformel (rote Kiste auf der nachsten Seite) finden, der sich nur noch auf die Epsteindia-
gramme abstiitzt, bei dem man also auf die Lorentz-Transformationen vollsténdig verzichten kann.
Ich lege diesen Beweis im Anhang K7 bei.
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D4 Die Addition von Geschwindigkeiten in der SRT

In D1 haben wir gezeigt, dass sich in der Mechanik nach Galilei und Newton Geschwindigkeiten
einfach addieren: Bewegt sich B mit v in x-Richtung von A, und bewegt sich C flr B mit w’ in der-
selben Richtung, so bewegt sich C mit der Geschwindigkeit v + w’ fir A. Dass diese einfache
Formel in der SRT nicht mehr gelten kann, haben wir schon in A3 erkannt: Das Licht der stillste-
henden Lokomotive muss sich ja gleich schnell nach vorne ausbreiten wie dasjenige der vorwarts-
fahrenden, namlich mit c .

Fur die noch herzuleitende neue Geschwindigkeitsaddition muss also speziell gelten, dass die
Summe von v und c wieder c ergibt . Es dirfen in keinem Fall Geschwindigkeiten entstehen, die
grosser sind als ¢ . Fliegt ein Raumschiff mit 0.7-c an uns vorbei und feuert es dabei eine Rakete
ab in Flugrichtung, welche sich relativ zum Raumschiff mit 0.8-c bewegt, so héatten wir ja nach
Newton schon eine Geschwindigkeit der Rakete von 1.5-c ...

Die Herleitung der korrekten Formel fur die Addition von Geschwindigkeiten ist recht harmlos, wenn
einem die Lorentz-Transformationen zur Verfligung stehen:

Es bewege sich C mit der Geschwindigkeit w’ in der x’-Richtung von B, derweil sich B wie immer
mit der Relativgeschwindigkeit v entlang der x-Richtung von A bewege. Fir die x’-Koordinate von
C gilt dann

X'=a+w-t wobei a irgend eine Konstante bedeutet

Wir ersetzen nun einfach sowohl x’ als auch t’ durch Ausdriicke mit x und t geméass den Lorentz-
transformationen:

X'=(x-vt)/V und t'=(t-xvic2)/V

Somit schreibt sich obige Bewegungsgleichung als

(x-vt)/vV = a+w-(t-xvice)/

Wir multiplizieren beidseits mit der Wurzel und erhalten

x-vt = av + w-(t-xv/ic2) oder

x =aVv+ vt + w-(t-xvic2) = av + vt + w-t - wxv/c?
Daraus erhalten wir X +xw-v/c2 = a+ + vt + w-t oder
x(1+w-wv/c2) = av + (v + w) -t

Dividieren wir noch durch den linken Klammerausdruck, so erhalten wir
x = av/(1+w-vic2) + (v + w)/(1+w-v/c2)-t

Da sowohl die Wurzel als auch der Klammerausdruck konstant sind kbnnen wir hier ablesen, dass
sich C fur A mit der konstanten Geschwindigkeit
w=(v+w)/(1+vwic?)

entlang der x-Achse bewegt!

Wenn wir fur die relativistische Addition von Geschwindigkeiten, die parallel sind zur Relativge-
schwindigkeit v, das Symbol & verwenden, so kdnnen wir zusammenfassen:

Mit dem Symbol + bezeichnen wir weiterhin die ‘gewdhnliche’ Addition. Im Zahler haben wir die
bisherige Addition von Geschwindigkeiten, wéhrend der Nenner fir Korrekturen sorgt, sobald die
Werte von v/c und w’/c erheblich werden. Fir kleine Geschwindigkeiten v und w’ ist der Nenner
praktisch 1.

In der Ubungsaufgabe 5 rechnen wir nach, dass diese Formel in allen Féallen verniinftige Werte

liefert. So erhélt man beispielsweise fir das obige Raumschiff mit Rakete eine resultierende
Geschwindigkeitvon  0.7.c ® 0.8.c = (1.5/156)-¢c = 0.962-c
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D5 AQuergeschwindigkeiten und Aberration

Wie stellt es sich eigentlich fir Schwarz dar, wenn sich im roten System ein Objekt mit einer
Geschwindigkeit u’ quer zur Relativgeschwindigkeit v bewegt ? Bis jetzt haben wir nur Bewegun-
gen entlang der x-Achse betrachtet.

Fur die Herleitung der Transformation einer solchen ‘Quergeschwindigkeit’ brauchen wir die
Lorentz-Transformationen nicht. Die Kenntnisse der Grundphdnomene gentigen dafir véllig. Es sei
also u’ eine Geschwindigkeit z.B. in der y’-Richtung von Rot. Dann gilt

U= A/MN =D/ =Dy (M) = (Dy/M)Y/V =ulV
Schwarz misst also die kleinere Quergeschwindigkeit u = u’- v

Dieses Resultat werden wir in E1 noch brauchen. Wir verwenden es hier noch zur Herleitung der
korrekten Formel fur die Aberration. Unter der Aberration (lat. aberrare ~ abirren, abweichen) ver-
steht man die Richtungsanderung von Geschwindigkeiten, die sich dadurch ergeben, dass sich der
Betrachter ebenfalls bewegt. James Bradley hat 1728 erkannt, dass die winzigen jahrlich-
periodischen Positionsverschiebungen von Fixsternen als Folge der Bewegung der Erde um die
Sonne zu verstehen sind. Der Legende nach wurde ihm das klar, als er bei Windstille und eng-
lischem Regen in der Kutsche fuhr und dabei beobachtete, dass der Regen umso schrager zu
fallen schien, je schneller die Kutsche fuhr.

Betrachten wir ein Fernrohr, welches in eine Richtung zeige, die senkrecht zur momentanen Fahr-
trichtung der Erde auf ihrer Umlaufbahn steht:

In der Zeit, die das Licht eines Sternes braucht, um vom
X * Objektiv bis zum Okular zu gelangen, ist die Erde schon ein
Stuck auf ihrer Bahn vorangekommen. Wir miissen daher
; das Teleskop um einen Winkel « abkippen, damit der Stern
| in die Mitte des Gesichtsfeldes abgebildet wird. Um diesen
' Winkel ‘irrt also der Lichtstrahl ab’ infolge der Bewegung der
: Erde. Die hergebrachte Formel fur diese Aberration ist
| tan(a) = v/c , wo v die Geschwindigkeit der Erde auf ihrer
i Umlaufbahn ist (das sind fast 30 km/s). Der Winkel hat eine
: Grosse von etwa 20 Bogensekunden.

@ Einstein hat schon 1905 darauf aufmerksamgemacht, dass
diese traditionelle Formel nur ndherungsweise richtig ist.
Quergeschwindigkeiten sind nach obiger Formel zu trans-
formieren, und es ergibt sich dann die korrekte Formel
tan(a) =v/(u-V)=v/(cV) . Diese Formel erhilt man
auch, wenn man in der obigen Figur den vom Licht zurtck-
gelegten Weg korrekterweise der Hypotenuse zuordnet
statt der Kathete. Fur die Quergeschwindigkeit u des Lichts
liefert dann der Pythagoras u = ¢V, womit man far den
I ' Wert von tan (a) wieder v/u = v/(c) erhalt. Fir Licht
. i Y gilt also exakt die neue Aberrationsformel sin(a) = vic .
V'A" Diese Korrektur ist astronomisch nattrlich unbedeutend, die
Werte der Sinusfunktion und der Tangensfunktion unter-

scheiden sich ja fur kleine Winkel kaum.

e

Wir kdnnten jetzt ohne weiteres auch den allgemeinen Fall betrachten, wo sich im roten System ein
Objekt mit einer beliebigen Geschwindigkeit w’ + u’ in eine beliebige Richtung bewegt. Schon in
der Originalpublikation von 1905 handelt Einstein diesen Fall ab [12-158f] und gibt fur die resultier-
enden Geschwindigkeiten und Winkel im schwarzen System schéne symmetrische Formeln an.
Ebenso wird auch die Aberration ganz allgemein behandelt. Die entsprechenden Rechnungen soll-
ten jetzt fir den Leser gut nachvollziehbar sein. Wir werden diese Resultate im folgenden aber
nicht brauchen. Einige Hinweise dazu finden sich noch in K3.
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D6 Die optische Dopplerformel

Sie kennen alle das Phdnomen: Ein Krankenwagen néhert sich schnell mit heulender Sirene.
Waéhrend er an Ihnen vorbeirast sinkt die Tonhéhe der Sirene und bleibt dann auf tieferem Niveau
konstant, wenn er sich von lhnen entfernt. Auch die andere Situation, wo Sie sich schnell an einer
stehenden Larmquelle vorbeibewegen, ist gut bekannt: Sie fahren mit dem Regionalzug tber Land,
die Fenster lassen sich noch 6ffnen, und der Zug féhrt an einem unbewachten Bahnibergang mit
Alarmglocken vorbei.

Diesen Anderungen der wahrgenommenen Tonhéhen entsprechen messbare Anderungen der Fre-
quenzen der Schallwellen. Christian Doppler hat das theoretisch untersucht und festgestellt, dass
man die Falle “Horer bewegt sich, Schallquelle ruht” und “Schallquelle bewegt sich, Horer ruht”
unterscheiden muss. 1842 hat er Formeln angegeben, die beschreiben, wie sich die Messwerte der
Frequenzen resp. der Wellenldngen &ndern. Man nennt heute das Phdnomen ihm zu Ehren allge-
mein den “Dopplereffekt”. Wir kénnen leicht verstehen, warum man in der Akustik nicht nur die Re-
lativbewegung von Schallquelle und Hérer betrachten darf: Der Schall breitet sich ja mit einer
bestimmten Geschwindigkeit gleichférmig in alle Richtungen im Medium Luft aus! Dieses Trager-
medium liefert ein ausgezeichnetes Bezugssystem und war natlrlich auch das Vorbild fir den
Ather, in welchem sich das Licht ausbreiten sollte.

Es néhere sich also ein Beobachter B mit der Geschwindigkeit v einer ruhenden Schallquelle Q .
Diese erzeuge einen Ton der Frequenz f(Q). Welche Frequenz f(B) misst dann der Beobachter ?
Dopplers Antwort auf diese Frage ist die folgende, wobei ¢ hier die Schallgeschwindigkeit in Luft
meint:

(1) fB)=f(Q)-(1+vlc) Beobachter néhert sich der ruhenden Quelle

Fur den Fall, wo sich die Schallquelle mit v einem im Medium Luft ruhenden Beobachter nahert, gilt
die folgende Formel

(2) fB)=f(Q)/(1-vic) Quelle nahert sich dem ruhenden Beobachter

Far Werte von v/c < 0.1 unterscheiden sich die beiden Ergebnisse kaum. Der Unterschied wird
aber beliebig gross, wenn sich v/c dem Wert 1 ndhert.

Wechseln wir jetzt vom Schall zu Licht oder allgemeiner zu elektromagnetischen Wellen. Die SRT
schliesst aus, dass wir absolut feststellen kédnnen, wer ruht und wer sich bewegt. ‘Optisch’ darf es
also nur eine einzige Dopplerformel geben ! Diese leiten wir zuerst aus (2) her:

Die Formel (2) bleibt gultig, nur missen wir zusétzlich berlcksichtigen, dass der Oszillator des
Senders wegen der Zeitdilatation fiir den Beobachter B nur noch mit der Frequenz f(Q) - v
schwingt! Damit erhalten wir f(B) = f(Q) - v/ ( 1 - v/c ) . Beriicksichtigen wir noch, dass wir schrei-
ben kénnen v =v( (1 + v/c)-(1 - vic)) so kénnen wir noch ein bisschen kiirzen und erhalten

R

Dasselbe Resultat erhalten wir, wenn wir im Ruhesystem der Quelle argumentieren und von der
Formel (1) ausgehen. Der Empfénger B zahlt dann mit seiner verlangsamten Uhr mehr, nédmlich
1A/ mal soviele Schwingungen pro Sekunde wie jemand, dessen Uhren nicht verlangsamt ticken.
Damit gilt f(B) = f(Q)-(1+v/c)// , was nach wenigen Umformungen wieder das eingerahmte Resultat
liefert. Beide Dopplerformeln liefern also fir Licht in der SRT dieselbe Frequenzverschiebung, die
Falle ‘ruhende Quelle’ und ‘ruhender Beobachter’ lassen sich tatséchlich nicht mehr unterscheiden.
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Stellen wir die drei Funktionen y=1+x; y=1/(1-x) und y=v ((1+x)/(1-x)) graphisch
dar und lassen den Wert x = v/c den Bereich 0 bis 1 Uberstreichen, so erhalten wir das folgende
Bild:

Die untere, lineare Funktion gehért zur Dopplerformel (1), die obere blaue zur Dopplerformel (2).
Die mittlere rote Kurve beschreibt den optischen (oder relativistischen) Dopplereffekt geméass der
auf der letzten Seite hergeleiteten Formel. Die Unterschiede treten erst deutlich hervor, wenn v/c
grosser ist als etwa 0.2 . Ab einem Verhéltnis von v/c grosser als 0.5 werden die Unterschiede in
den Prognosen gross bis dramatisch.

In der Astronomie hat der optische Dopplereffekt wichtige Anwendungen. Gemessen werden dort
aber nicht Frequenzen von Spektrallinien, sondern deren Wellenldngen (libliches Formelzeichen A).
Daher sollten wir das Ergebnis von p.61 noch entsprechend umformen:

Es ist ja allgemein A-f=c oder f=c/A. Damit ergibt sich

c/NB) = (c/NMQ))-V((c+Vv)(c-v)) und nach der Division durch ¢

MQ) = AB) -V ((c+Vv)(c-v)) oder AB) = MQ)-V((c-Vv)(c+V))

A(Q) ist bekannt und A(B) wird gemessen. Daraus lasst sich die Geschwindigkeit v berechnen,

mit der sich die Quelle auf uns zu ( v > 0) oder von uns weg ( v < 0 ) bewegt, also die sogenannte
Radialgeschwindigkeit. Lost man obige Formel nach v auf, so erhélt man
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Seit wenigen Jahren verfligen die Astronomen Uber derart prazise Spektrometer, dass sie perio-
dische Schwankungen in der Radialgeschwindigkeit von Sternen im Bereich von wenigen Metern
pro Sekunde nachweisen kénnen. Dies ist eine der wichtigsten Methoden flr den Nachweis der
Existenz von Planeten bei anderen Sternen. Die Graphik auf dieser Seite gibt einen Eindruck von
der erreichten Préazision. Die Messwerte der Radialgeschwindigkeit sind mit einer Unsicherheit von
etwa = 1 m/s eingetragen! Diese Schwankungen der Radialgeschwindigkeit ergeben sich daraus,
dass sich Planet und Stern um den gemeinsamen Schwerpunkt bewegen.

Weitere Informationen lassen sich problemlos von der gut unterhaltenen Webseite der ESO
abrufen. Die Graphik ist offenbar dem ESO press release vom 25. August 2004 entnommen.
Suchen Sie dort die Antwort auf die Frage, wie lange eine ‘orbitale Phase’ in blrgerlicher Zei-
trechnung dauert, mit anderen Worten, wie gross die Umlaufszeit dieses Planeten in Tagen oder
Stunden ist.

0.005

Radial Velocity (km s-1)
o

-0.005

Orbital Phase

“Velocity Curve” of mu Arae

+
%
ESO PR Photo 25d/04 (25 August 2004) © European Southern Observatory RS

http://www.eso.org/outreach/press-rel/pr-2004/pr-22-04.html
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D7 Aufgaben und Anregungen

10.

11.

12.

13.

14.

Ein Kampfflugzeug fliege mit 1000 m/s und schiesse in Flugrichtung ein Geschoss ab mit einer
Mindungsgeschwindigkeit von ebenfalls 1000 m/s. Addieren Sie diese Geschwindigkeiten
‘klassisch’ und ‘relativistisch’.

Leiten Sie die Lorentztransformationen fiir ' und x’ algebraisch her aus denjenigen fir t und x,
die wir in D2 und ein zweites Mal in D3 hergeleitet haben. Warum ist das eigentlich unnétig ?

Zeigen Sie algebraisch, dass sich die Lorentztransformationen vom ungestrichenen zum
gestrichenen System und die umgekehrten gegenseitig riickgédngig machen.

Leiten Sie die Lorentztransformationen fiir ' und x’ aus einem Epstein-Diagramm ab !

Prifen Sie unsere Formel von D4 zur relativistischen Geschwindigkeitsaddition. Es seien
v=0.5c,w=0.8.c,u=-0.5c und c selber alles parallele Geschwindigkeiten. Bilden Sie
a)vev b) ve w c) v c dcodw e cedc flcodu g ud-c
h) we w

Wie schnell ndhert sich uns ein Stern, wenn die Ha-Linie des angeregten Wasserstoffes nicht
bei 656 nm gefunden wird wie im Labor auf der Erde, sondern bei 649 nm ? (Die Linie ist also
ein bisschen ‘blauverschoben’).

Wie schnell muss man sich einer Ampel nahern, damit man das rote Licht, das einer Wel-
lenldnge von 620 nm entspricht, grin sieht ( grin ~520 nm ) ?

Ein Laser sendet Licht von 632 nm Wellenldnge aus. Welche Wellenldnge messen wir, wenn
sich dieser Laser am Heck eines UFOs befindet, welches sich mit 0.5-c von uns entfernt ?

Warum zeigt sich die Rotation eines Sternes in einer Verbreiterung seiner Spektrallinien ?

Warum verbreitern sich die Spektrallinien, wenn das emittierende Gas eine hohe Temperatur
aufweist und unter hohem Druck steht ? (Die Effekte von Aufgabe 8 und 9 &ussern sich quanti-
tativ verschieden und lassen sich rechnerisch teilweise trennen, wenn sie tUberlagert auftreten.)

Leiten Sie die optische Dopplerformel aus den akustischen Dopplerformeln fur die Wellenlén-
gen her, indem Sie die Langenkontraktion berlicksichtigen!

Lesen Sie die Seiten 158-160 sowie 165-167 aus Einsteins Originalpublikation in [12]

Zu unseren 2 Koordinatensystemen (Schwarz und Rot mit den Punkten A und B) gibt es ein
‘mittleres’ System C, in welchem sich A gleich schnell nach links bewegt wie B nach rechts.
Bestimmen Sie allgemein die Geschwindigkeit dieses mittleren Systems C fur A und B. Ohne
SRT wére die Antwort natirlich v/2 und -v/2 ...

Die Existenz dieses mittleren Systems C liefert Gibrigens ein schénes Argument dafur, dass die
Relativgeschwindigkeiten von B fiir A und von A fiir B betragsmaéssig gleich gross sein missen:
Aus der Sicht von C ist die Situation ja vollkommen symmetrisch !

Wie funktionieren wohl die Radar-Geschwindigkeitsmessungen der Verkehrspolizei ? Be-

trachten Sie das Ganze im System des reflektierenden Autos und nicht in demjenigen des
“Blechpolizisten”.
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Il. Prafungsergebnisse. 2. Spatere Untersuchungen, Befunde

Sohulprifung. Turnpratung. und Verfugungen der Untersuchungskommission.
Kontr.-Nr. Jahr 19. Kontr.-Nr.

Der Sehretdr dor Prifungah : miggion :

Kreiseemmands 7iricd b gAY |

I1l. Sanitarische Untersuchungen.
1. Befund der Untersuchungskommission.
Div.- u. Rekrutierungskreis '/f l Untersuchungskontrolle Nr. /://7
| Korperlinge ///, & cm., Oberarm .2 F Y

| > tierk s
_;Brustumfang ’// cm. Sehschirfe :72 f..r.l

Erankheiten oder Gebrechen :

\@u A\ {g /c/éuaw

# yperdipico fied
Verfligung der Unférsuchungskommission :

n ¢ ;
7‘LJD|.C)V\ ,den .23 ari //Z‘/
& Dar Sekrotdr dor Untersuchungskommission :
) Yaniobamma fainl

S 1

“) Stempel des Divisionsarztes.

Das Schweizer “Dienstbuiichlein” von Albert Einstein. Er wurde wegen Platt- und Schweissflissen
dienstuntauglich erklart - sicher zu seiner gréssten Zufriedenheit.

Einstein floh ja nicht nur aus Mlnchen, weil er den vorherrschenden Geist am Luitpold-Gymnasium
unertréglich fand. Er musste auch befiirchten, dort zum Militardienst eingezogen zu werden - eine
Vorstellung, die ihn sicher mit Grauen erflllte und die ihn bewog, die deutsche Staatsbirgerschaft
abzulegen. Alles Militaristische war ihm zutiefst verhasst, und er setzte sich wiederholt fur Militar-
dienstverweigerer und zeitlebens flr die Abriistung und die Starkung supranationaler Institutionen
ein.

Bei dieser Gelegenheit komme ich auf die schlimmste Ausgeburt des Herdenwesens zu
reden: auf das mir verhasste Militdr! Wenn einer mit Vergniigen in Reih und Glied zu einer
Musik marschieren kann, dann verachte ich ihn schon; er hat sein grosses Hirn nur aus Irr-
tum bekommen, da fur ihn das Rickenmark schon véllig gentiigen wirde. Diesen Schand-
fleck der Zivilisation sollte man so schnell wie mdglich zum Verschwinden bringen. [21-11]

Dennoch war er kein naiver Pazifist. Angesichts dessen, was sich anfangs der Dreissiger Jahre in
Deutschland vor seiner Berliner Haustiire zusammenbraute, verliess er seine bisherige streng pa-
zifistische Linie und schrieb einem belgischen Militardienstverweigerer:

Gegen organisierte Macht gibt es nur organisierte Macht; ich sehe kein anderes Mittel, so
sehr ich es auch bedaure. [22-116]
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The Sombrero Galaxy (VLT ANTU + FORST)

ESO PR Photo 07a/00 (22 February 2000) © European Southern Observatory



E Masse, Impuls und Energie

Nach der Kinematik soll jetzt die Dynamik abgehandelt werden. Im ersten Abschnitt untersuchen
wir mit einem symmetrischen Gedankenexperiment, welchen Einfluss eine Relativbewegung auf
die Grossen ‘Masse’ und ‘Impuls’ hat. Dies liefert uns ein neues Argument dafir, dass c eine
Grenzgeschwindigkeit ist. Auch fur die Masse und den Impuls wird ein schénes Epstein-Diagramm
vorgestellt, welches zu demjenigen fir Ort und Zeit korrespondiert. Dann wenden wir uns dem
Energiebegriff zu und erkennen, dass Energie trdge Masse haben muss. Aber wieviel trdge Masse
hat eine bestimmte Energiemenge? Eine Rechnung liefert uns die wohl bekannteste Formel der
ganzen Physik. Das Ergebnis lésst sich wiederum in einem Epstein-Diagramm zu den Gréssen
Energie und Impuls darstellen.

67



E1 Der symmetrische Faustschlag

Engléander und Franzosen waren viele Jahre auf Kriegsfuss miteinander. Sie haben sich aber nicht
nur politisch und militdrisch beké&mpft, sondern sie haben auch dariber gestritten, ob die ‘Wucht’
(lat. ‘impetus’) eines Geschosses linear oder quadratisch mit der Geschwindigkeit zundhme. Auf
der Insel wurde eine geometrisch-vektorielle Betrachtungsweise bevorzugt, und entsprechend hat
man die ‘Wucht’ durch p = m-v beschrieben. Auf dem Kontinent rechnete man lieber mit skalaren
Grossen wie E =0.5-m-v2 . Diese Vorlieben zeigen sich heute noch in der Umgangssprache: Muss
ein Engléander eine Grdsse bestimmen, ‘then he will figure it out’, wahrend der Franzose ‘va calcu-
ler ca’.

Heute wissen wir, dass beide Grossen, der Impuls und die kinetische Energie, ihre Bedeutung ha-
ben, und es wundert uns daher nicht, dass sowohl die Franzosen als auch die Englander richtige
Resultate bekommen haben. Das Beispiel zeigt aber sehr schén, wie sich auch die physikalischen
Begriffe allmahlich herauskristallisieren mussten und nicht schon bei der ersten Einfihrung ihre
heutige Prazision besassen. Und um genau diese Begriffe, ndmlich die (irdge) Masse, den Impuls
und die kinetische Energie, geht es in diesem Kapitel.

Wir mussen zuerst vom Impuls sprechen, dessen Definition p = m-v wir beibehalten ! Sobald
gekléart ist, wie sich die trdge Masse vom einen Bezugssystem ins andere transformiert, ist auch
geklart, was mit dem Impuls geschieht, denn die Transformation der Geschwindigkeiten kennen wir
nach D4 und D5 schon. Ohnehin sollte klar sein, dass der Impuls nicht nur in der SRT eine hoch-
relative Grésse ist: Im Ruhesystem eines Kérpers selber ist sein Impuls ja immer null.

Unsere Herleitung folgt der schénen Darstellung in [10-136ff]. Die Darstellung ist deshalb schén,
weil sie die Gleichheit zweier Gréssen aus der Symmetrie der Anordnung in einem Gedanken-
experiment folgert. Die beiden Zwillinge Peter und Danny sollen auf zwei Einstein-Ziigen auf einer
langen, geraden Trasse aneinander vorbei rasen. Dabei flhren sie einen véllig symmetrischen
Faustschlag gegeneinander, also quer zur Fahrtrichtung des Zuges, aus:
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Die Symmetrie der Anordnung erlaubt keinem der beiden Zwillinge starker zuzuschlagen als der
andere. Beide Fauste sind (in Ruhe gemessen!) gleich schwer, beide Fauste sind im eigenen Sys-
tem gleich schnell (u’ = -w). Jederzeit ist fir beide die Summe der Impulse in der y-Richtung, also
quer zur Fahrtrichtung, null. Wir betrachten den Schlag mit Peter im schwarzen, ungestrichenen
System und sehen die Quergeschwindigkeit u’ von Danny’s Faust nach D5 verzdgert. Dass
Danny’s Faust dennoch einen ebensogrossen Impuls mitfihrt wie diejenige von Peter kdnnen wir
uns nur damit erklaren, dass Danny die Masse seiner Faust irgendwie erhdht hat. An dieser Stelle
erzahlt Epstein die Geschichte vom alternden Rausschmeisser in der Bourbon Street, der nicht
mehr so schnell zuschlagen kann wie friher und dies dadurch kompensiert, dass er eine Rolle
Munzen in die Faust nimmt, um dieser die alte Durchsetzungskraft zu geben ...
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Wir rechnen die Angelegenheit niichtern durch und gehen dabei davon aus, dass die Masse von
der Relativgeschwindigkeit abhéangt. Mit v bezeichnen wir (wie immer) die Relativgeschwindigkeit in
der x-Richtung, also der Fahrtrichtung der Zuge:

py (Danny) = - py (Peter) gilt aus Symmetriegriinden fir Peter und fir Danny

Mys U = - My W fiir Peter und uns ! u=u-vV=-w-v (nachD5) liefert
Musu (W V)= -mMw- W Wir dividieren durch -w und erhalten

Musu -V = Mw v und u stehen dabei senkrecht und sind vektoriell zu addieren!

Diese Beziehung gilt fur beliebig kleine Quergeschwindigkeiten u’ = -w , im Grenzfall gilt sie also
auch fir u’=-w = 0 . Dann wird auch u =0, und mv+u koénnen wir schreiben als my. mw = mo be-
deutet dann die Masse der Faust in Ruhe, die sogenannte Ruhemasse. Damit haben wir aber die
Abhangigkeit der Masse von der Relativgeschwindigkeit v gefunden: Die trdge Masse eines Kor-
pers nimmt mit der Relativgeschwindigkeit zu, und es gilt

My

Diese ‘dynamische Masse’ my ist auch fiir den relativistischen Impuls einzusetzen:

p=my-v=mo-v/vV

Die Masse eines Teilchens nimmt also mit seiner Geschwindigkeit zu. Ohne die Berlcksichtigung
dieses relativistischen Effekts wiirde keiner der modernen Teilchenbeschleuniger je funktionieren!
Die Massenzunahme ist namlich dramatisch, wenn sich die Geschwindigkeit der Teilchen der Licht-
geschwindigkeit nahert: Das Verhaltnis m, / mo folgt ja der Funktion 1/+, und fir v—>c geht
diese Funktion gegen unendlich:

Wir erhalten damit eine ganz neue Begriindung dafir, dass c eine Grenzgeschwindigkeit ist: Die zu
beschleunigende Masse wachst gegen unendlich, wenn sich die Geschwindigkeit v der Licht-
geschwindigkeit n&hert! Der Koérper setzt somit einer weiteren Beschleunigung einen immer
grésseren Widerstand entgegen. Dies werden wir noch besser verstehen, wenn wir die Fragen um
den Begriff der Energie behandelt haben.
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E2 Epsteindiagramme fir Masse und Impuls

Die ‘dynamische Masse’ my erhalten wir also, indem wir die ‘Ruhemasse’ mo durch unseren
bekannten Wurzelausdruck dividieren, dem ja im Epsteindiagramm der Wert von cos(¢) entspricht.
Daher kénnen wir in einem einfachen Diagramm mo und my darstellen:

Ruhemasse *

0 2 B 80 T

G K N Iy, M e g QS
’

-~

T

Kommt nun der Projektion von my auf die horizontale Achse auch eine Bedeutung zu, und wenn ja
welche? Diese Projektion erhalten wir ja als my - sin(9) , und wenn wir uns noch daran erinnern,
was dieser Sinuswert im Epsteindiagramm bedeutet, dann erhalten wir sofort

< ?>=my-sin(@) = my-v/c = plc

Damit kénnen wir das Epsteindiagramm zu Masse und Impuls vollstandig beschriften:

Ruhemasse A

P2 bl I S B0 A 8 [ 2 (71 8 I P S B TR T R

I

<)

P/c lumls/c

Je schneller ein Objekt ist, desto grésser wird der Winkel ¢, und damit wachsen auch die dynami-
sche Masse und der Impuls dieses Objektes an (wenn die Ruhemasse konstant bleibt). sin(¢) und
cos(®) behalten dabei ihre bisherige Bedeutung. Man sieht hier wieder, wie schén die Darstellung
wirde, wenn c¢ einfach den einheitenlosen Wert 1 hétte: 1 Raumzeiteinheit pro Raumzeiteinheit.
Der Weg von den gangigen technischen Einheiten zu den ‘natirlichen’ ist aber leicht zu beschrei-
ten; er steht dem Leser offen. Wir gestatten uns immerhin, bei diesem Diagramm vom Masse-
Impuls-Diagramm zu sprechen.
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Lésen wir noch eine Standardaufgabe mit einem solchen Masse-Impuls-Diagramm: Wie schnell
muss sich ein Objekt bewegen, damit sich seine Masse verdoppelt ? Setzen wir flir mo 5 Hauschen
ein, dann soll also my 10 Hauschen betragen:

Ruke nmasse *

Mo~ LA

My

-
-

-
lmpuls /e

Ein Zirkelschlag mit Radius 10 Hauschen liefert uns my und @. Aus der Zeichnung lesen wir ab:
v/c = sin(@) = (8.6 oder 8.7 Hauschen) / (10 Hauschen) ~ 0.86 oder 0.87

Das Objekt muss sich also mit etwa 87% der Lichtgeschwindigkeit bewegen. Die Rechnung liefert
fir v/ic den exakten Wert v(3)/2 mit der numerischen Néaherung 0.8660.

Die umgekehrte Fragestellung (‘Wie gross ist mv/mo fir ein Objekt, welches sich mit 90% von ¢
bewegt?’) 1&sst sich genauso leicht mit einem Epsteindiagramm zu Masse und Impuls beantworten.
Wenn man ganz auf den Taschenrechner verzichten will muss man nur darauf achten, dass my im
Nenner einer einfachen Anzahl Hauschen entspricht (am besten 10 oder 20). Wer drei oder mehr
Digits ablesen will muss fiir die Zeichnung schon Millimeterpapier verwenden ...

)

Relativitatstheorie

anschaulich dargestellt

<

Mein Exemplar des Buches von ‘Epstein’.

Das Buch ist offenbar seit einiger Zeit
sowohl auf Deutsch als auch auf Englisch
nur noch antiquarisch erhdltlich, obwohl es
von vielen SRT-Autoren zur Lektire empfoh-
len wird.

Birkhauser
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E3 Masse und Energie - Betrachtungen im abgeschlossen System

Fir die folgenden Uberlegungen brauchen wir das Konzept eines ‘abgeschlossenen Systems’. Man
stelle sich ein beliebig grosses, klar begrenztes Raumgebiet vor (z.B. einen Wiirfel, eine Schachtel,
das Innere einer riesigen Thermosflasche etc.) und postuliere, dass das eingeschlossene Gebiet in
keinerlei Austausch mit dem umgebenden Raum stehe: Es sollen weder Materie noch Ladung,
weder Energie noch Impuls durch die Wénde fliessen, es sollen keinerlei Felder von aussen in das
Gebiet hineineinwirken oder umgekehrt, es sollen also auch keine Kréafte aus der Umgebung hinein
oder von innen hinaus wirken. Stellen wir uns also ein solches Gebiet vor, wobei sofort zugegeben
sei, dass so etwas gar nicht existiert. Es existieren aber auch keine Einsteinzlge, keine idealen
Uhren und keine starren Massstébe! Das kann uns nicht daran hindern, uns solche Dinge vorzu-
stellen.

Ein solches abgeschlossenes System enthalte einzig zwei Bleiklumpen gleicher Masse, welche mit
gleich grossen Geschwindigkeiten aufeinander zurasen. Nach der Kollision bilden sie einen gros-
sen ruhenden Bleiklumpen (Zeichnung und Argumentation aus [10-143f]):

D &= &

=

vorher nachher
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Wohin ist die erh6hte Masse verschwunden, welche die beiden Klumpen vor der Kollision aufgrund
ihrer Geschwindigkeit besassen? Sie muss immer noch irgendwo in unserem abgeschlossenen
System stecken. Die Schiler finden meist eine gute Antwort: Der grosse ruhende Klumpen ist in-
folge der Deformation beim Zusammenprall warmer, die einzelnen Materieteilchen haben eine
erhéhte Geschwindigkeit. Die dynamische Masse ist also immer noch vorhanden, nur nicht mehr
makroskopisch sichtbar. Gut, aber das heisst doch, dass wir einem Stein auch Masse zufihren,
wenn wir ihn - egal wie - erwarmen! Energiezufuhr ist also mit einer Zunahme der Masse verbun-
den! Setzen wir eine Autobatterie und einen Heizstrahler ein, um einen Stein zu erwarmen, wird der
Stein nachher mehr Masse haben als vorher - und die Batterie weniger! Mit dem Fluss von Energie
von der Batterie in den Stein ist auch Masse in den Stein hinibergewandert!

Wir kénnen bei unserem Gedankenexperiment die Warmelehre leicht ausschalten, wenn wir den
Vorgang umgekehrt ablaufen lassen: Zwischen zwei Klétzchen sei mithilfe eines Fadens eine
Springfeder geklemmt. Der Faden ist zum Zerreissen gespannt und soll nun auch bersten. Die
Feder entspannt sich, bleibt wo sie war und die beiden Klétzchen rasen in entgegengesetzte Rich-
tungen davon. Sie haben nun beide eine grosse Geschwindigkeit, ihre Masse hat also zugenom-
men. Woher kommt diese Masse? Die Feder ist beim Entspannen ja auch eher warmer geworden,
an der Temperatur kann es diesmal nicht liegen. Nachher haben die Klétzchen mehr Masse und
zudem noch kinetische Energie - was hatten wir denn vorher? Genau, vorher steckte in der ge-
spannten Feder elastische Energie, und die zusatzliche Masse muss auch daher stammen.
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Epstein bringt in [10-144f] ein &hnliches Beispiel:

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

vorher nachher

Vorher ist das Schwungrad in Ruhe und die Spiralfeder ist gespannt. Nachher haben wir eine
entspannte Spiralfeder und ein rotierendes Schwungrad. Das rotierende Schwungrad muss mehr
Masse haben als das stillstehnde. Diese zusatzliche Masse kann nur aus der Energie in der ge-
spannten Feder kommen. Ja, wir miissen sagen, dass diese zusatzliche Masse des Schwungrades
vorher in der gespannten Feder gewesen ist, wenn wir davon ausgehen, dass innerhalb eines ab-
geschlossenen Systems die gesamte Masse konstant sein soll!

Wir missen uns also an den Gedanken gewdhnen, dass Energiezufuhr immer auch eine Zunahme
der Masse bedeutet. Eine Feder hat also mehr Masse nach dem Spannen als vorher, und ein ge-
ladener Kondensator muss mehr Masse haben als ein entladener, obwohl ja nur einige Elektronen
von der einen auf die andere Kondensatorplatte verschoben worden sind. Damit stellt sich aber die
Frage, wieviel zusétzliche Masse ein Joule an zusétzlicher Energie bringt. Der Schottische Bier-
brauer und ‘Amateurphysiker’ James Prescott Joule hat 1843 die Frage beantwortet, wieviele Joule
an mechanischer Energie einer Kalorie Warmeenergie entsprechen. Wir missen jetzt klaren,
wieviele Joule Energie einem Kilogramm Masse entsprechen !

Joule genoss zwar zusammen mit seinem
Bruder im Alter von 16 bis 18 zwei Jahre lang
Privatunterricht beim grossen John Dalton,
konnte aber nicht an einer Universitat stu-
dieren und musste schon frih die Leitung der
Familienbrauerei Ubernehmen. Es ist sehr
aufschlussreich zu sehen, wie zdgerlich die
vornehme Royal Society in London und an-
dere etablierte Herren die schénen Experi-
mente von Joule zur Kenntnis nahmen.
Lébliche Ausnahmen sind dabei John Davis,
Férderer auch des anderen grossen Autodi-
dakten Faraday, und der uns schon bekannte
James Clerk Maxwell.

Lesen Sie den Wikipedia-Beitrag zu Joule
oder auch die Darstellung in
www.bhak-bludenz.ac.at/physik/geschichte/
physiker/joule.shtml

James Prescott Joule (1818-1889)
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E4 Energie hat also Masse. Wieviel Masse hat denn 1 Joule ?

Wenn wir ein Objekt der Ruhemasse mo aus der Ruhe beschleunigen, so hat es nachher also nicht
nur eine Geschwindigkeit und kinetische Energie, es hat auch eine gréssere Masse my . Diesen
Vorgang wollen wir nun rechnerisch behandeln, um die Massenzufuhr, die mit einer bestimmten
Energiezufuhr verbunden ist, quantitativ bestimmen zu kénnen. Wir wollen dieses wichtige Resultat
exakt herleiten und brauchen dazu die Integralrechnung, allerdings nur in einem Umfang, wie sie
jeder Schulerin vor dem Abitur oder der Matura zur Verfligung steht. Die Physik dient auch der
Mathematik, wenn sie zeigt, wie leistungsféhig die formalen Methoden sind, die in der Mathematik
entwickelt werden.

Die kinetische Energie ist gleich der investierten Beschleunigungsarbeit, und diese erhalten wir als
Integral Gber F-ds, wobei wir Uber die Beschleunigungsstrecke integrieren missen:

AW =[ F-ds = AEkin = Exn  ( das letzte Gleichheitszeichen gilt nur fir vo=0)
Nach Newton ist die Kraft F die zeitliche Anderung des Impulses: F =dp /dt = d(m-v) / dt

Dies beniitzen wir, um das Integral Gber F-ds umzuschreiben:
d(m-v) dv d(m-v) ds d(m-v)

d(m.V)’dS= .7.dS= -—~dV= ’V'dV
dt dv dt dv  dt dv

F-ds=

Statt Uber die Beschleunigungsstrecke kénnen wir jetzt Gber die Geschwindigkeitszunahme
integrieren:

\
fF ds = f V(m v)-v-dv = fd%(mw)-v-dv = En
0

Um etwas Vertrauen in diese Umformung herzustellen berechnen wir zuerst, was wir damit im
klassischen Fall erhalten. Dort ist die beschleunigte Masse konstant, und die Ableitung von m-v
nach v liefert einfach m . Wir erhalten damit nach ( 1 ) das folgende Resultat:
Vendd Veng 1 v
- il - - m- . = m-l=-v2
AW—{dV( vdv—fmvdv—mfvdv—m[zv

Wir erhalten flr die kinetische Energie den vertrauten Ausdruck, womit hoffentlich das Misstrauen
gegenuber dem Jonglieren mit den dv’s und dt’s etwas kleiner geworden ist.

Welchen Wert hat der Ausdruck d(m-v)/dv in der relativistischen Rechnung? Es ist

d
dv

2
(m-v) = d | mo-v — Y | = (. rechne ..) = my-(1-Y)%2

= = s s 72
dv V2 _f c
i o

Dieser Ausdruck wird gelegentlich auch die ‘longitudinale Masse’ genannt. Wir betonen aber, dass
es nur einen Ausdruck fir die trage Masse eines Kérpers gibt, ndmlich my = mo / v, und dieser ist
richtungsunabhéngig. Man hat von der longitudinalen und transversalen Masse gesprochen bevor
geklart war, dass sich Krafte und Beschleunigungen verschieden transformieren fiir die Richtungen
parallel und senkrecht zu v.
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Damit kdnnen wir ( 1) auch im relativistischen Fall durchrechnen:

Veng 2 Veng
VT . _3/2 V©i-3/2
AW = [my (-T2 vedv = my- [(1-7,) %2 v
Cc Cc
0 0
@ 'w ooy v
-my— [ (1-5)¥2 av
o5 { (- 5)
2 P V ena
(¢ VT
= mo 2-(—2)-[(1 ) 1’2]
- Cc
0
2 v 2 1/2
= mg-c®-|(1-=end)7V2
- m,c® - my-c® = Am-c?

mo ist ja konstant

die ‘innere Ableitung’ als Faktor

vereinfachen und Grenzen einsetzen

ausmultiplizieren und

an die Definition von my auf p.69 denken

Damit haben wir den gesuchten Zusammenhang zwischen der zugefihrten Energie AE (oder der
geleisteten Arbeit AW) und der damit bewirkten Massenzunahme Am gefunden. Die resultierende
Formel ist derart einfach, dass sie eine seltsame Popularitat erlangt hat.
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Umschlag des sonst ganz pfiffi-
gen Buchleins ‘Einstein fur die
Westentasche’ von Ernst Peter
Fischer zur SRT. Dabei darf
natirlich auch die Formel

E = m-c2 nicht fehlen ...



Die US-Navy hat die Formel sogar noch etwas verbessert, um damit das 40-jahrige Jubildum von
atomgetriebenen Flugzeugtragern zu feiern. Als ‘Pixel’ werden dabei Matrosen verwendet:

Zurick zur Physik. Wir wollen in einer roten Kiste festhalten, was Einstein spater als das wohl be-
deutendste Ergebnis der SRT bezeichnet hat:

AE = Am - ¢?

1 Joule zugefuhrte Energie bewirkt also eine Zunahme der Masse um 1 kg dividiert durch c2 . Hier
sind wir froh, dass wir ¢ nicht mit 1 normiert haben, da sonst dieser Umrechnungsfaktor zwischen
der Energie und der Masse nicht so klar zutage getreten wére. Mit unserer Herleitung haben wir
auch den in der SRT korrekten Ausdruck fur die kinetische Energie gefunden:

Exin = (My - Mo) - C2

Dass diese Formel fur kleine Geschwindigkeiten in den klassischen Ausdruck 0.5:mo-v2 (ibergeht ist
nicht offensichtlich. Wenn Ihnen die Graphik auf der folgenden Seite nicht gentigt, dann kénnen Sie
das auch so erkennen: Entwickeln Sie den Term 14/ = (1 - (v/c)2)-"2=(1-x2)-12 fiir X in eine
Potenzreihe (nehmen Sie eine Formelsammlung oder ein Computer-Algebrasystem zuhilfe) und
streichen Sie dann (fur kleine Werte von x) in dieser Potenzreihe die Glieder vierter und héherer
Ordnung.

Die Beziehung AE = Am-c?2 hat Einstein Ubrigens erst kurz nach dem Erscheinen von [23] gefun-
den und im Herbst des Jahres 1905 quasi als Nachtrag mitgeteilt [24]. Schon 1901 hat Walter
Kaufmann (1871-1947) aufgrund von Messungen an schnellen Elekironen eine Abhéngigkeit der
‘transversalen Masse’ von der Geschwindigkeit erwogen. Wegen der fundamentalen Bedeutung
der Formel ist sie experimentell immer wieder geprift worden. So haben 2005 zwei Forschergrup-
pen in Kanada und den USA die Genauigkeit offenbar auf 1 zu 1 Million steigern kénnen [nature
438, 1096-1097]. Und, vor allem: In keinem der vielen Experimente konnte je eine Abweichung von
Einsteins Formel nachgewiesen werden! Theorien kénnen ja durch Experimente nicht bestatigt,
wohl aber falsifiziert werden.
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Wir wollen noch die kinetische Energie nach der klassischen und der relativistischen Rechnung in
einem Diagramm vergleichen. Wir zeichnen dafir Exin / Eo auf fir Werte x = v/c von 0 bis 1. Dem
klassische Verhalten entspricht die blaue Kurve mit y = 0.5 - x2, wahrend das relativistische durch
die rote Kurve mit y = 1/4/(1 - x2) - 1 wiedergegeben wird:

L

Man sieht schén, dass die Kurven erst fir gréssere Geschwindigkeiten voneinander abweichen.
Elektronen kénnen aber schon durch technisch gut handhabbare Beschleunigungsspannungen auf
0.8-c beschleunigt werden und zeigen dann deutliche Abweichungen vom klassischen Verhalten
(Experimente von Kaufmann, Aufgabe 4).

Sehr schnelle Teilchen ( v = ¢ ) ermdglichen auch eine sehr schnelle Herleitung der Beziehung
zwischen der Massenzunahme und der zugefiihrten Energie. Ein Teilchen habe bereits eine
Geschwindigkeit, die sich nur noch um Bruchteile von Promillen von ¢ unterscheide. Die ganze
zugefiihrte Energie kommt praktisch nur noch der Erhéhung der Masse zugute. Es gilt dann in
guter Ndherung p =myv=myc unddaher dp/dv=c-dm/dv.Wirerhalten nun sofort

dW = (dp/dv)-v-dv = c:(dm/dv)-c-dv = c2dm
und sind schon fertig: Die Massenzunahme ist der Energiezufuhr proportional, und der Propor-
tionalitatsfaktor ist dabei das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit ! Diese Rechnung ist eigentlich das

Pendant zur klassischen Rechnung, die wir am Anfang des Abschnittes gemacht haben und bei der
wir zusatzlich angenommen haben, dass m konstant sei.

Das Produkt einer Masse mit dem Quadrat einer Geschwindigkeit stellt (wie man schon lange
weiss) also eine Energie dar. Wir haben hergeleitet

AW = myc2 - mec2 = Amc2 = Exn = moc2-(1V —1)

Der Ausdruck mo-c? gibt die Energiemenge an, welche der Ruhemasse entspricht, welche das
Objekt schon vor der Beschleunigung besessen hat. Man nennt mo-c? daher die Ruheenergie des
Objekts und schreibt dafiir Eo . Der Ausdruck my-c?2 steht dann fiir die Summe der Ruheenergie
und der kinetischen Energie, also fir die Gesamtenergie des Objekts. Diese werden wir mit Eot
bezeichnen.
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E5 Epsteindiagramme fir Energie und Impuls

Wieso soll ich es mir nicht einmal leicht machen? Nehmen Sie das Epsteindiagramm zu Masse und
Impuls von E2 und multiplizieren Sie darin alle auftretenden Strecken mit c2 ! Wir brauchen nur
noch genau hinzusehen und stellen fest, dass wir ein Epsteindiagramm zu den Grdssen Energie
und Impuls vor uns haben: Die Ruhemasse mo wird zu me-c2, also zur Ruheenergie Eo, die dyna-
mische Masse my wird zu my-c2, also zur Gesamtenergie Ewot , und statt p/c haben wir auf der
horizontalen Achse eben p-c:

Riles A
evwgit.

Eof = L ol Bl 5 B 0 P P L R B B o B 8 W 2 O B

%

A ——
pe lMP“"‘ . c

Dabei behalten ¢, sin(¢) und cos(¢) naturlich ihre bisherige Bedeutung. Die entsprechenden Be-
ziehungen kénnen aber in ihrem neuen Zusammenhang geprift werden:

Etot - sin(p) = my'c2-v/c = my:c'v = my'v:Cc = pC
Erot - cOs(@) = my:c2-v = (myV)c2 = moc2 = E

Muhelos erhalten wir auch die wichtige Beziehung zwischen den Energien und dem Impuls. Wir
brauchen nur den Satz des Pythagoras anzuwenden:

(Ewt)? = (Eo)2 +(pc)? (2)

Auch die kinetische Energie kann leicht sichtbar gemacht werden: Man schlagt einen Kreis um den
Ursprung mit Radius E, und sieht dann Exin als Differenz von Eiot - Eo .

Wir sollten an dieser Stelle nochmals darauf hinweisen, dass kein Teilchen mit nicht verschwinden-
der Ruhemasse jemals die Lichtgeschwindigkeit ganz erreichen kann. Man misste ja flr seine
Beschleunigung unendlich viel Energie aufwenden! Lassen Sie den Winkel ¢ im obigen Diagramm
vor dem geistigen Auge immer mehr gegen 90° wachsen und beobachten Sie dabei, wie die Ge-
samtenergie des Teilchens anwéachst!

Umgekehrt kdnnen wir auch folgern, dass Photonen keine Ruhemasse haben dirfen, da sie ja im-
mer und fur alle die Geschwindigkeit ¢ haben. Aus E, = 0 folgt fiir sie aus (2) die spezielle Bezie-
hung Eiwt = p-c. Diese Lichtteilchen flhren also nicht nur Energie, sondern auch einen wohldefi-
nierten Impuls p = E / ¢ mit sich. Dieser Impuls der Lichtteilchen erzeugt einen bestimmten Druck
auf eine bestrahlte Flache. Dazu gibt es eine besonders schéne lllustration: Den Astronomen ist
schon lange bekannt, dass das Sonnenlicht einen Strahlungsdruck auf den Schweif eines Kometen
ausibt. Der Kometenschweif zeigt namlich immer von der Sonne weg. Wenn sich der Komet wie-
der von der Sonne entfernt, zieht er also seinen Schweif nicht hinterher, sondern dieser fliegt ihm
voraus! Der Staubschweif, der aus schwereren Teilchen besteht, zeigt sich dabei etwas trager als
der Gas- oder lonenschweif, der hauptsachlich aus Wassermolekllen besteht. Das Bild auf der
nachsten Seite zeigt die beiden Komponenten des Schweifes wunderschén. Es handelt sich dabei
um den Kometen Hale-Bopp, aufgenommen im Méarz 1997.
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http://astronomy.swin.edu.au/sao/imagegallery/Hale-Bopp.jpg

Man darf nun nicht meinen, dass die Gesamtenergie eines Objektes immer grésser wird, wenn es
schneller wird. Wesentlich ist, ob ihm Energie zugefuhrt wird oder nicht. So nimmt bei einer Stras-
senbahn, die ihre Energie aus der Fahrleitung bezieht, die Gesamtenergie und die Masse mit der
Geschwindigkeit tatséchlich zu wie im nebenstehenden Epsteindiagramm. Anders sieht es aber
aus bei einem Elektromobil, also einem batteriebetriebenen Elektrofahrzeug. Es bezieht die Ener-
gie fur die Beschleunigung ‘von seiner Substanz’, wandelt also nur elektro-chemische Energie in
kinetische um. Dabei nimmt weder seine Gesamtenergie noch seine Masse zu. Zeichnen Sie das
entsprechende Epsteindiagramm!

Die Algebra liefert allerhand weitere Beziehungen zwischen den Energien, dem Impuls und der
Relativgeschwindigkeit. Die wichtigsten davon wollen wir hier festhalten:

cos(@) = v = mo/my = moc2/myc2 = Eo/Emw
sinf) = vic = V(1- m2/m2) = V(1- Ee2/Ew2) = V(1 - 1/(1 +Ekin2/Ett2))
m°2 = mv2 - p2/02

Eo?

E‘°t2 - p2 -c2

p2 = (M- mo?)-c2

Wegen ihrer grossen Bedeutung ist die Beziehung AE = Am - ¢2 immer wieder auf neuen Wegen
hergeleitet worden. Die wohl schénste und einfachste Herleitung hat Einstein selber 1946 (!) in
seinem sehr lesenswerten Buch “Aus meinen spaten Jahren” [20-121ff] prasentiert. Sie ist nicht
ganz exakt (verwendet also einige N&herungen), braucht aber fast keine Mathematik und macht
ganz sparsame Voraussetzungen. Die Lektlre sei dem Leser warm empfohlen.
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E6 Aufgaben und Anregungen

10.

11.

Wieviel Masse strahlt ein Radiosender taglich ab, wenn er rund um die Uhr mit einer Leistung
von 12 kW sendet ?

Welche Massenzufuhr erféhrt die Erde taglich durch die Sonneneinstrahlung ? Rechnen Sie
mit einer ‘Solarkonstanten’ von 1400 W/m2 . Mit welcher Kraft driickt diese Strahlung auf den
absorbierenden Erdquerschnitt ( -> p. 78 unten zum Impuls von Strahlungsenergie ) ?

2005 betrug der Gesamtenergieverbrauch der Schweiz geméass Bundesamt 890’440 TJ.
Wieviele m3 Granit haben eine dieser Energiemenge aquivalente Masse ?

Bestimmen Sie allgemein v/c fir Elektronen, welche eine bestimmte Beschleunigungsspan-
nung U durchlaufen haben a) nach klassischer und b) nach relativistischer Rechnung

HighCap-Kondensatoren bieten seit wenigen Jahren Kapazitaten von einigen Farad. Aller-
dings durfen sie nicht an hohe Spannungen gelegt werden. Ein solcher Kondensator von 4.7
Farad habe ungeladen eine Masse von 4 Gramm. Welche Masse hat er, nachdem er an eine
Spannung von 12 Volt gelegt worden ist ?

Die Chemiker gehen bei ihren Reaktionen immer von der Erhaltung der Masse aus. Kénnte
aber nicht bei heftigen Reaktionen soviel Energie freigesetzt werden, dass sich ein kleines
Massendefizit bemerkbar macht ? Prifen Sie das am Beispiel der Knallgasreaktion: Werden
aus 2 Mol Hz und 1 Mol Oz 2 Mol H20 hergestellt, so wird dabei eine Energie von 2-240 kJ
freigesetzt. Wieviele % der urspriinglichen Masse ‘verschwinden’ also ?

Bei welcher Geschwindigkeit (in % von c) ergibt sich my = 3-mo ? Ldsen Sie die Aufgabe
sowohl mit einer Zeichnung als auch mit einer Rechnung !

Das Verhéltnis my/mo kann als Mass fur die in einem Teilchenbeschleuniger erreichte
Geschwindigkeit genommen werden. Ein anderes Mass ist die noch bestehende Differenz zur
Lichtgeschwindigkeit, ein weiteres die dem Teilchen zugeflhrte Eneregiemenge. Im Super-
Protonen-Synchrotron im CERN kann man seit 1976 Protonen derart beschleunigen, dass my
427 mal so gross ist wie mo . Berechnen Sie v/c, die Differenzgeschwindigkeit ¢ —v sowie die
erforderliche Beschleunigungsenergie in GeV (vgl. dazu auch [17-201ff] !).

Fortsetzung von Aufgabe 8: Ein kreisférmiger Tunnel, in welchem Protonen herumrasen, hat
im CERN einen Radius von 1200 Meter. Wie stark misste das Magnetfeld sein, um die Pro-
tonen mithilfe der Lorentzkraft auf der Kreisbahn zu halten, wenn sie nur die Ruhemasse mo
héatten ? Welche Masse my haben sie, wenn dafir effektiv ein Magnetfeld von 1.11 Tesla erfor-
derlich ist ?

Die Energie, die im elekirischen Feld einer geladenen Kugel steckt, betragt g2/ (2-4-Tt-o'r) .
Welcher Radius ergibt sich daraus fiirs Elektron, wenn man annimmt, dass seine Ruhemasse
nichts anderes ist als die Masse, welche in der Energie seines elekirischen Feldes steckt ?
(Es gibt keine Experimente, welche eine rdumliche Ausdehnung des Elekirons nachweisen)

Wir wissen aus E1, dass Impulse quer zu v invariant sind: py’ = py . Definiert man die Kraft
weiterhin als zeitliche Anderung des Impulses ( F = dp/dt ), so lasst sich leicht zeigen, wie sich
Krafte transformieren, die senkrecht stehen auf v . Daraus kann man herleiten, dass der Druck
eine invariante Grosse ist. Die allgemeine Gasgleichung p-V =n-R-T liefert dann die Trans-
formation der Temparatur, und diese diejenige der Energie ...
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Ein Autostereogramm: Betrachten Sie einen Punkt etwa 40 cm hinter dem Blatt, wobei die Augen
aber auf die Distanz zum Blatt selber adaptiert werden sollen. Einigen gelingt das nie, bei anderen
stellt sich das 3d-Bild fast sofort ein, wenn ‘sie sich in das Blatt versenken’. Mit etwas Anstrengung
kriegen es aber die meisten frilher oder spater hin; und hat man es einmal geschafft, so geht es
das néchste Mal viel schneller. Ubrigens: Es funktioniert viel besser im Querformat ...
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Spiral Galaxy NGC 1097
(VLT MELIPAL + VIMOS)

ESO PR Photo 35d/04 (22 December 2004) © European Southern Observatory



F Die Erhaltungssatze

Im ersten Abschnitt wird der Kern der ganzen klassischen Physik auf einer einzigen Seite darge-
stellt. Im zweiten Abschnitt schauen wir dann, welche Anderungen die SRT an diesem Kern vor-
nimmt. Dann folgen Beispiele fur die zentralen Erhaltungssatze der Physik: Wir betrachten einige
wichtige Prozesse, bei denen Masse in Energie umgewandelt wird, und machen grundsétzliche
Uberlegungen zu relativistischen Stossvorgéngen. Schliesslich sprechen wir noch von Vorgéngen,
bei denen Teilchen aus Energie erzeugt werden oder bei denen Teilchen und Antiteilchen in reine
Energie ‘zerstrahlen’.

Far die Transformation der elektrischen und magnetischen Felder verweisen wir schliesslich auf
bestimmte Darstellungen von anderen Autoren. Diese Transformationen waren ja das eigentliche
Ziel der ersten Arbeit von Einstein zur speziellen Relativitatstheorie, denn erst sie beheben die
“Asymmetrien, welche den Phanomenen nicht anzuhaften scheinen”.
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F1 Die ganze Physik

Die vier wichtigsten Gréssen der ganzen Physik sind

1. die elektrische Ladung, ein Skalar mit dem Formelzeichen q und der MaBeinheit Coulomb
2. die Masse, ein Skalar mit dem Formelzeichen m und der MaBeinheit Kilogramm

3. der Impuls, ein Vektor mit dem Formelzeichen p und der MaBeinheit kg-m/s oder N-s (!)
4. die Energie, ein Skalar mit dem Formelzeichen E und der MaBeinheit Joule.

Warum gerade diese vier und keine anderen? Die Antwort auf diese Frage ist das zentrale Credo
der klassischen Physik: In einem abgeschlossenen System bleibt von diesen vier GréBen die Ge-
samtmenge konstant, was sich auch immer abspielen mag! Man kann elektrische Ladungen weder
erzeugen noch vernichten, man kann sie trennen oder verschieben, aber die Summe aller positiven
und negativen Ladungen bleibt insgesamt immer konstant. Und die Gesamtmasse des Schrott-
haufens nach einer Massenkollision ist gleich gross wie die Summe der Massen der einzelnen be-
teiligten Autos vor der Karambolage. Aber der Impuls, wird der nicht vernichtet, wenn ich unsanft
auf dem Boden lande? Nein, nicht wenn man alle beteiligten Stosspartner einbezieht (alle diese
Erhaltungssétze gelten nur in abgeschlossenen Systemen!). Die Erhaltung der gesamten Energie
schliesslich ist eine Erkenntnis der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts. Energie kann weder er-
zeugt noch vernichtet werden, es lassen sich nur verschiedene Erscheinungsformen derselben
ineinander umwandeln.

Neben diesem Kern stehen auf einem Sockel die Bewegungsgesetze von Newton:

1. Das Gesetz ‘actio = reactio’ : Es gibt keine einzelnen Kréafte, sondern nur Wechselwirkungen
2. Das Tragheitsgesetz: Falls keine Kréfte wirken gilt v = konstant (inbegriffen der Fall v = 0)
3. Die Beschreibung der Wirkung von Kréften durch F = dp/dt

Das erste Gesetz ist (zusammen mit dem dritten) &quivalent zur Erhaltung des Gesamtimpulses.
Wir wollen es trotzdem nicht weglassen, weil es eine sehr tiefe Einsicht mit lateinischer Pragnanz
auf den Punkt bringt. Das zweite Gesetz ist ein Spezialfall des dritten und bleibt nur stehen, um
Avristoteles ein bisschen zu &rgern. Das dritte Gesetz ist aber unverzichtbar: Es sagt uns, wie man
die zukinftige Bewegung eines Teilchens berechnen kann, wenn man die wirkenden Kréfte sowie
den momentanen Bewegungszustand kennt.

Damit gilt es zu klaren, welche Kréfte es denn gibt. Die Antwort ist wiederum leicht Uberschaubar.
Es gibt nur drei Kréfte, die von drei verschiedenen Kraftfeldern herrihren:

1. Die Newton’sche Gravitationskraft, welche auf Massen wirkt: Fn=m-g
2. Die Coulombkraft, welche auf elektrische Ladungen wirkt: Fc=qE
3. Die Lorentzkraft, welche auf schnelle elektrische Ladungen wirkt: FL = g-(v x B)

Woher stammen aber die entsprechenden Felder, also das Gravitationsfeld g, das elektrische Feld
E und das magnetische Feld B ? Fir das Gravitationsfeld hat Newton schon die Antwort gegeben:
Es wirkt nicht nur auf Massen, sondern es wird auch von diesen erzeugt. Die genaue Beschreibung
gibt sein Gravitationsgesetz. Elektrische und magnetische Felder werden hingegen von ruhenden
und bewegten elektrischen Ladungen erzeugt. Die genaue Beschreibung wird hier von den schon
oft erwdhnten vier Maxwell’'schen Gleichungen gegeben. Diese Gleichungen, welche die Entste-
hung der Kraftfelder beschreiben, kénnen wir hier nur erwahnen und nicht detailliert vorstellen.

5 Gleichungen beschreiben also vollstandig, woher die Kraftfelder riihren, 3 Gleichungen beschrei-
ben, auf wen und in welche Richtung diese wirken, und eine weitere Gleichung beschreibt die Fol-

gen fur die Bahn eines Teilchens. Zusammen mit den 4 Erhaltungssatzen haben wir damit die Es-
senz der klassischen Physik auf einer einzigen Seite dargestellt.
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Es ist eine enorme geistige Leistung, die Fille der Phdnomene, die sich einem Beobachter der
ausseren Welt (deren Existenz hier einfach postuliert sei) zeigen, auf diesen kleinen Kern von Lehr-
sétzen zuriickzufiihren. Welche Okonomie der Begriffe, welche Sparsamkeit bei der Setzung von
Axiomen! Die geometrischen Details und die Materialzusammensetzung in einer Apparatur mégen
noch so kompliziert sein - alles, was sich darin abspielt, wird durch unsere Handvoll von Gleichun-
gen vollsténdig beschrieben.

Mechanik, Warmelehre und Elektromagnetismus umfassen dabei alle Phanomene, die im 19. Jh.
als zur Physik gehdrig betrachtet wurden, und nur ganz wenigen Physikern wie Lorentz, Planck und
Poincaré war um 1900 bewusst, dass dieses Bild nicht so harmonisch, vollstdndig und in sich
geschlossen war, wie die meisten damals meinten. Die Bedrohung kam auch nicht von der Seite
der ‘Atomisten’. Dass die Materie kérnig aufgebaut ist und nicht kontinuierlich, stért eigentlich nicht
weiter. Aber da war das Problem der Bewegung der Erde durch den Ather und die damit erwarteten
Schwankungen der Lichtgeschwindigkeit (sieche A3). Ein weiteres Problemfeld hat Max Planck
1900 erdffnet: Es gelang ihm zwar, die experimentell gut erforschte Frequenzverteilung in der
Strahlung eines ‘Schwarzen Koérpers’ von einer bestimmten Temperatur theoretisch abzuleiten, er
musste dabei aber ziemlich abenteuerlichen Hypothesen Uber die ‘Kérnigkeit’ der Strahlungsener-
gie und eine eigenartige statistische Zahlweise verwenden. Uberdies wurden mit der Réntgenstrah-
lung, dem strahlenden Radium des Ehepaars Curie, der Alpha-, Beta- und Gammastrahlung von
Rutherford und anderen fast jedes Jahr ganz neue Forschungsgebiete erdffnet. Das grossartige
Gebaude der klassischen Physik war also kaum fertig errichtet, als sich schon Risse darin zeigten
und diverse Anbauten erforderlich wurden.

Im n&chsten Abschnitt sehen wir in der Ubersicht, welche Korrekturen die SRT an diesem Kern der
klassischen Physik vornimmt, um den einen grossen Riss darin erfolgreich zu sanieren: Die Inkom-
patibilitdt der Newton’schen Mechanik, des Galilei’'schen Relativitatsprinzips und der Maxwell’schen
Gleichungen.

A. Elnstein. Uberreicht vem Verfasser.

Uber einen
die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes
betreffenden heuristischen Gesichtspunkt.

Voa

A. Einstein.

Auch am anderen grossen Riss, der sich mit
Planck’s Arbeit zur Strahlung auftat, hat Ein-
stein 1905 erfolgreich gearbeitet. Wie schon in
Annalen der Physik,

Vierte Folge. Band 13, A4 erwahnt hat er die entsprechende Arbeit
1505 “Uber einen die Erzeugung und Verwandlung
des Lichtes betreffenden heuristischen
Gesichtspunkt® [12-197ff] in einem Brief an
Conrad Habicht selber als ‘sehr revolutionar’

bezeichnet.

Soparat-Aodrack ans den

Leipzig, b Weitere Arbeiten desselben Frihjahrs waren
ann Ambrosins Barth. . .
35 ok ek o statistischer Natur und lieferten starke neue
Argumente fir die Seite der ‘Atomisten’.

85



F2 Die relativistischen Korrekturen

Welche Eingriffe nimmt die SRT am Gebaude der klassischen Physik vor, um die inneren Wider-
spriche zwischen der Mechanik, dem Relativitatsprinzip und der Theorie des Elektromagnetismus
zu beseitigen? Es sind eigentlich wenige - dafur sehr fundamentale:

1. Zeitmessungen sind immer auf ein Koordinatensystem bezogen und nicht universell

2. Langenmessungen sind immer auf ein Koordinatensystem bezogen und nicht universell
3. Die trdge Masse ist (ebenfalls) abhéngig von der Relativgeschwindigkeit

4. Energiezufuhr bedeutet auch eine Zufuhr von trager Masse

Die Details zu diesen Eingriffen sind in den vorangegangenen Kapiteln genau erarbeitet worden.
Welches sind jetzt aber die Folgen fir die 4 wichtigsten Grdssen der Physik und die zugehdrigen
Erhaltungsséatze?

1. Der Erhaltungssatz fur elektrische Ladungen gilt weiterhin unveréndert

2. Der Erhaltungssatz fur die trdge Masse verschmilzt mit demjenigen fir die Energie zu einem
einzigen Erhaltungssatz, da ja jeder Energiemenge eine bestimmte trdge Masse entspricht und
umgekehrt

3. Der Erhaltungssatz fir den Gesamtimpuls gilt weiterhin, wobei neu der Impuls als my'v zu
berechnen ist, die Masse also abhangig ist von der Relativgeschwindigkeit

Was bleibt von den drei Newton’schen Gesetzen (ibrig? Interessanterweise bleiben alle drei un-
veréndert glltig, es muss einzig die relativistische Prazisierung des Impulsbegriffes berlcksichtigt
werden. Insbesondere gilt also weiterhin F = dp/dt . Eigentlich ist das die Definition der Kraft.

Und wie steht es mit den Kraftwirkungen und den zugehdrigen Kraftfeldern? Gibt es weiterhin
deren drei? Hier ist die Antwort ein “ja, aber ...”. Die SRT bringt ja die Maxwell’sche Theorie zur
uneingeschrankten Giltigkeit in allen Inertialsystemen, es ist daher nicht verwunderlich, dass das
Coulomb-Kraftgesetz und dasjenige zur Lorentz-Kraft weiterhin gelten. Auch bei der Erzeugung der
entsprechenden Kraftfelder gibt es nicht die kleinste Anderung. Das "aber’ bezieht sich auf die Er-
zeugung des Gravitationsfeldes: Die sofortige Fernwirkung von Massen in Newtons Gravitations-
gesetz widerspricht dem Ergebnis der SRT, dass ¢ eine Grenzgeschwindigkeit fir Massen-, Ener-
gie- und Informationslbertragungen ist. Diese Fernwirkung durch den leeren Raum war Ubrigens
auch Newton selber etwas unheimlich. Am Ende seines grossen Werkes [2-515f] schreibt er dazu:

Bisher habe ich die Erscheinungen am Himmel und in unseren Meeren mit Hilfe der Kraft
der Schwere erklart, aber eine Ursache fir die Schwere habe ich noch nicht angegeben.
Diese Kraft rihrt zweifellos von irgendeiner Ursache her, welche bis zu den Mittelpunkten
der Sonne und der Planeten vordringt ... lhre Einwirkung breitet sich nach allen Seiten hin
bis in unermessliche Entfernungen aus, wobei sie im zweifachen Verhaltnis zu den Entfer-
nungen abnimmt. ... Den Grund flr diese Eigenschaften der Schwere konnte ich aber aus
den Naturerscheinungen noch nicht ableiten, und Hypothesen erdichte ich nicht. ... Es
genlgt, dass die Schwere wirklich existiert, entsprechend den von uns dargelegten Geset-
zen wirkt und fir [die Erklarung] alle[r] Bewegungen der Himmelskérper und des Meeres
ausreicht.

Einstein hat ab 1906 daran gearbeitet, die Gravitation in die SRT zu integrieren. 1907 hat er mit
dem Aquivalenzprinzip einen Angriffspunkt gefunden. Es brauchte aber noch Jahre harter Arbeit
und die Hilfe von befreundeten Mathematikern, bis er Ende 1915 die bis heute glltige Gleichung
vorlegen konnte, welche Raum, Zeit und Gravitation umfasst und dieses Problem geldst hat. Das
Aquivalenzprinzip hat er spater “den gliicklichsten Gedanken meines Lebens” genannt. Mehr dazu
folgt im néchsten Kapitel, welchem zufélligerweise der Buchstabe G wie Gravitation zugeordnet ist.
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Wir wollen uns noch dem neuen Erhaltungssatz zuwenden, der die beiden separaten Erhal-
tungssétze fir die Masse und die Energie ablést. Er kann wahlweise als Erhaltungssatz fiir die ge-
samte trdge Masse in einem abgeschlossenen System formuliert werden, wobei alle Energiebe-
trage AEi mit ihrem Beitrag AE;/c2 bei der Massebilanz mitgezéhlt werden mussen - oder aber als
Erhaltungssatz fiir die gesamte Energie, wobei dann alle beteiligten Massen m; mit dem Betrag
mi -c2 in die Energiebilanz eingehen. Meist wird diese zweite Darstellung bevorzugt. Ich méchte die
beiden &quivalenten Mdéglichkeiten an einem Beispiel illustrieren:

Denken wir uns einen ungeladenen Kondensator der Ruhemasse mo . Welche gesamte Masse
steuert er zur Bilanz bei, wenn er zuerst geladen und dann noch beschleunigt wird? Beim Laden
wird ihm die Energie AE = 0.5-C-U2 zugefiihrt, daher nimmt seine Ruhemasse um den Betrag
AE/c? zu. Diese erh6hte Ruhemasse ist dann noch durch den Wurzelterm zu dividieren, wenn der
Kondensator beschleunigt worden ist. Dies liefert den gesamten Beitrag (mo + AE/c2 )/ fiir die
Massebilanz.

Der gesamte Beitrag zur Energiebilanz berechnet sich folgendermassen: Da ist die Ruheenergie
mo-c?, dann die Energie AE = 0.5-C-U2, die beim Laden des ruhenden Kondensators zugefihrt wird,
und schliesslich noch die kinetische Energie nach dem Beschleunigen. Beschleunigt wird aber
nach dem Laden, also der schon etwas schwerere geladene Kondensator wird beschleunigt, und
wir miissen deshalb fiir die kinetische Energie (mo + AE/c2)-c2( 1V - 1) einsetzen. Total haben wir
also Mo-c2 + AE + (Mo + AE/c2 )-c2( 1A/ -1) = (mo + AE/c2)-c2 /v, was genau dem Beitrag bei der
Massebilanz multipliziert mit dem Faktor c2 entspricht !

Es ist also recht willkirlich, aber nicht falsch, wenn man diesen umfassenden Erhaltungssatz im-
mer noch als ‘Erhaltungssatz der Gesamtenergie’ bezeichnet. Genauso richtig ware die
Bezeichnung als ‘Erhaltungssatz der Gesamtmasse’, die beiden Bilanzen unterscheiden sich nur
um den Faktor c2 auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens:

> Etot,i (vorher) = > Etotj (nachher) oder > my,; (vorher) = ¥ myj (nachher)

Soviel zur Physik aus der Adlerperspektive. Die folgenden Abschnitte bringen Beispiele zu diesen
jetzt noch 3 Erhaltungssétzen. Sie zeigen damit auch, dass die Welt ohne SRT nicht verstanden
werden kann.

Karrikatur von Sidney Harris
©ScienceCartoonsPlus.com
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F3 Beispiele zur Masse-Energie-Erhaltung

Die Fusion von Wasserstoff zu Helium

Ist eine Wolke von Wasserstoffgas gentigend heiss und dicht, dann gibt es keine Hz-Molekile
mehr, ja nicht einmal mehr H-Atome, sondern nur noch ein Plasma von ungebundenen Protonen
und Elektronen. In diesem Plasma kommt es sehr h&dufig zu Frontalkollisionen von Protonen. Bei
kleineren Temperaturen lassen sie sich von der Coulomb-Abstossung auf null abbremsen (es gibt
immer ein Koordinatensystem, in welchem der Gesamtimpuls zweier Teilchen null ist ...) und rasen
dann wieder dorthin, woher sie gekommen sind. Ist die Kollision nicht ganz frontal, so zischen sie
auf Hyperbelbahnen aneinander vorbei. Ist die Temperatur aber ausreichend hoch, so kommen sie
sich bei einer Frontalkollision derart nahe, dass die kurzreichweitige Starke Kraft zwischen den
beiden Kernteilchen zu wirken beginnt, und sie schliessen sich unter Emission eines Positrons e*
und eines Neutrinos v zu einem Deuteriumkern, bestehend aus einem Proton und einem Neutron,
zusammen. Das Neutrino brauchen wir nur, um gewissen weiteren Erhaltungsséatzen (hier der Lep-
tonenzahl) der Teilchenphysik zu genligen. Das Positron wird bald auf ein Elektron e~ stossen,
wobei die beiden Teilchen einander ‘vernichten’, d.h. zu zwei Energiequanten alias Photonen zer-
strahlen (siehe F5).

Zwei Deuteriumkerne kdnnten alsdann direkt zu einem He-Kern, bestehend aus zwei Protonen und
zwei Neutronen, fusionieren. Haufiger wird aber ein weiteres Proton mit dem Deuterium zu einem
He-3-Kern verschmelzen, und zwei solche He-3-Kerne werden unter Emission zweier Protonen zu
einem gewodhnlichen He-4-Kern fusionieren. Es sind noch andere Wege mdglich - letztlich wird aber
immer aus 4 Protonen und 2 Elektronen ein He-4-Kern gebildet unter Emission zweier Neutrinos.

Nun kennt man die Ruhemassen all dieser Teilchen mit hoher Prazision (Stichwort Massenspektro-
graph). Wir stellen eine Massenbilanz auf:

vorher 4 Protonen 4-1.007’825 u

2 Elektronen 2:0.000°056 u

total 4.032'420 u
nachher 1 He-4-Kern 4.002'603 u

2 Neutrinos 2-0.000°000 u

total 4.002’603 u
‘Verschwundene’ Masse 0.029'817 u

Bei der Fusion eines einzigen He-Kernes aus Protonen wird also die Energie frei, welche einer
Masse von 0.029°'817 Atommasseneinheiten entspricht. Fusionieren wir ein ganzes Mol Helium, so
kdnnen wir diesen Betrag mit der Avogadro-Zahl multiplizieren und erhalten etwa 2.6-1012 J. Bei
dieser Fusion ‘verschwinden’ 0.029°'817 / 4.032’420 = 0.74 % der urspringlichen Ruhemasse.

Diese Fusion lauft wie gesagt nur unter extremen Bedingungen ab (Wasserstoffboomben missen
daher mit einer ‘gew6hnlichen’ Uranbombe geziindet werden ...). Kein materielles Gefass kdnnte
ein solches Plasma einschliessen. Es werden aber jetzt Forschungsreaktoren gebaut, in denen
man diesen Prozess kontrolliert ablaufen lassen will. Die Fusion hatte gegenuber der Kernspaltung
den grossen Vorteil, dass sie keine langlebigen radioaktiven Substanzen erzeugt.

Die geschilderte Fusionsreaktion illustriert Gbrigens auch die Erhaltung der elektrischen Ladung!
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Der Energiehaushalt unserer Sonne

Eigentlich musste man von Verschwendung sprechen und nicht vom Haushalten: Die Sonne strahlt
seit Jahrtausenden ungeheure Energiemengen ab. Noch um 1900 hatte man nicht die kleinste
Idee, woher sie diese Energie nimmt. Man konnte sich ausrechnen, dass eine Sonne aus reiner
Steinkohle (mal abgesehen vom Sauerstoff, den es fiir die Verbrennung noch brauchen wirde)
nach wenigen 1000 Jahren ausgebrannt wére. Heute wirde man die Rechnung naturlich mit Erdél
machen ...

Die Gesamtleistung der Sonne lésst sich recht einfach berechnen: In den Hochalpen misst man
einen Energiefluss von etwa 1380 W/m2, die sogenannte ‘Solarkonstante’. Nimmt man an, dass die
Sonne ihre Strahlung kugelsymmetrisch abgibt, so kann man diese Leistung pro Quadratmeter mit
der Oberflache der Kugel multiplizieren, deren Radius auch der mittlere Radius der Erdbahn ist. So
erhalt man die 3.85-102¢6 W, mit welchen die Gliihbirne ‘Sonne’ angeschrieben werden misste.

Diese Energie wird (wie bei allen ‘Hauptreihensternen’) im wesentlichen durch die Fusion von
Wasserstoff zu Helium erzeugt. Pro Sekunde werden also 3.85-1026 J abgestrahlt. Wir erhalten den
entsprechenden Massenverlust, wenn wir diese Zahl durch c? dividieren: Pro Sekunde verstrahlt
die Sonne etwa 4.28-10° kg Materie, das sind 4.28 Mio Tonnen! In einem Jahr sind das schon
1.35-10"7 kg, und in 10 Milliarden Jahren 1.35-1027 kg. Setzen wir diese Zahl in Beziehung zur Ge-
samtmasse der Sonne: 1.35-1027/ 1.99-10% = 0.000’678. In 10 Mia Jahren verliert die Sonne so
weniger als 1 Promille ihrer gesamten Masse.

SOHO - Bild der Sonne vom 14. September 1999 mit einer gewaltigen Eruption, die
sich intensiv im UV-Licht des einfach ionisierten Heliums zeigt, also bei 304 Angstrém
http://soho.esac.esa.int/gallery/images/superprom.html (© ESA and NASA)
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Auch wenn die Sonne nach 10 Mia Jahren erst weniger als 1 Promille ihrer Masse verstrahlt hat,
erreicht sie dann doch das Ende ihrer Zeit als Hauptreihenstern, weil in ihrem Zentrum, wo die fur
die Fusion ndtigen extremen Bedingungen herrschen, die Konzentration an Wasserstoff stark ab-
genommen hat zugunsten derjenigen von Helium. Wenn pro Sekunde 4.28:10° kg Materie ver-
strahlt werden, so sind das die 0.74 % der Wasserstoffmasse, die nicht mehr im Helium erschei-
nen. Pro Sekunde missen also 5.78-10"" kg Wasserstoff in Helium umgewandelt werden. So lasst
sich die Entwicklung der Wasserstoffkonzentration und der Heliumkonzentration berechnen und
man gelangt zu einem Modell von der Sonne, welches den Druck, die Temperatur und die
chemische Zusammensetzung in Abhéngigkeit vom Abstand von der Sonnenmitte und der Zeit
angibt. In einem stabilen Zustand muss dabei fir jeden Abstand r von der Sonnenmitte der Druck
der erzeugten Strahlung den Gravitationsdruck der dusseren Kugelschale gerade kompensieren.

Man nimmt heute an, dass die Sonne und das Planetensystem vor etwa 5 Mia Jahren entstanden
sind, und zwar aus dem ‘Abfall’ einer friilheren Sternengeneration (sonst gabe es auf der Erde kein
Uran und andere Elemente, die schwerer sind als Eisen). Die Sonne wird somit noch etwa 5 Mia
Jahre mit derselben Intensitat und recht stabil weiterstrahlen. Dann beginnt eine andere Phase ...

Die Astrophysik kann heute die Geburt, das Leben und das Sterben von verschiedenen Typen von
Sternen recht detailliert modellieren. Ich wollte Sie hier nur ein bisschen auf den Geschmack brin-
gen.

Radioaktiver Zerfall und Spaltung von schweren Atomkernen

Die beiden Protonen und die 2 Neutronen im Heliumkern sind durch starke Krafte aneinander ge-
bunden. Diese Bindungsenergie entspricht genau der bei der Fusion freigesetzten Energie. Nun
kann man flr alle Atome oder besser fir alle Isotope die mittlere Bindungsenergie pro Kernteilchen
ermitteln und erhélt dann das folgende Diagramm:
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Der Energiegewinn ist offenbar besonders gross, wenn man Protonen zu Helium fusioniert. Man
kann aber auch Energie gewinnen, wenn man schwere Kerne spaltet. In Kernen, die schwerer sind
als Eisen (Fe-57), sind die Kernteilchen im Mittel wieder weniger stark aneinander gebunden. So
wird auch Energie freigesetzt, wenn man einen schweren Kern in zwei mittelschwere spaltet.
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Insbesondere das Uranisotop U-235 braucht nur mit Neutronen geeigneter kinetischer Energie
beschossen zu werden, um zum Zerfall zB in ein Kr-89 und Ba-144 angeregt zu werden. Weil dabei
auch noch drei weitere schnelle Neutronen erzeugt werden, eignet sich dieser Prozess flr eine
Kettenreaktion:
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Wenn wir die Ruhemassen der beteiligten Kerne kennen wuirden, kénnten wir wieder die Massen-
bilanz machen wie bei der Fusion von Wasserstoff zu Helium. Die beiden Spaltprodukte sind aber
extrem instabil (viel zu viele Neutronen im Kern) und ihre Ruhemassen sind deshalb in den gangi-
gen Tabellen gar nicht aufgefliihrt. Machen wir also eine andere Rechnung (die sich aber letztlich
ebenfalls auf genaue Messungen der Ruhemassen abstitzt): Im Uran-235 ist die mittlere
Bindungsenergie pro Nukleon etwa 7.6 MeV, beim Krypton-89 betragt der entsprechende Wert 8.6
MeV und beim Barium-144 sind es etwa 8.4 MeV (siehe Tabelle links unten). Daraus ergibt sich,
dass bei der Spaltung eines einzigen U-235-Kerns eine Energie von

89-8.6 MeV + 144-8.4 MeV - 235-7.6 MeV = 198 MeV

freigesetzt wird. Da die beiden Produkte praktisch sofort weiter zerfallen (Betazerfall), werden
zusétzlich einige MeV freigesetzt, womit man auf einen gesamten Energiebetrag von 210 MeV pro
gespaltenem U-235-Kern kommt. Rechnen wir das hoch auf ein Mol Uran-235: Bei der vollstandi-
gen Spaltung von 235 Gramm U-235 wird eine Energie von 6.02:102% - 210 MeV = 2.0-10'3 Joule =
20 TJ freigesetzt. Der entsprechende ‘Massenverlust’ ist 20 TJ / c2 = 0.225 Gramm, also etwas
weniger als ein Promille.

Ausgezeichnete Informationen zu den Grundlagen der Spalttechnik und den verschiedenen einge-
setzten Reaktortypen bietet die Publikation [23], welche von den Deutschen Kernkraftwerkbetrei-
bern herausgegeben worden ist und der auch die drei lllustrationen in diesem Abschnitt entnom-
men worden sind. Nur der Abschnitt “Endlagerung von hochradioaktiven Abféllen” ist - dem Stand
der Projektarbeiten entsprechend - recht kurz ausgefallen ...

Auch beim radioaktiven Zerfall wird Energie
freigesetzt: Der beim a-Zerfall spontan aus
dem Kern eines Radium-Atoms entweichende

K S A
226 ’ ’ ! Heliumkern ist mit viel kinetischer Energie
e o > \ b ausgestattet. Auch zu diesem Thema informiert
C ' S '222 [23] ausgezeichnet. Fur die Erlaubnis zum
‘ > A g5 Rn Nachdruck der drei lllustrationen mdchte ich
: " 4‘ der Vattenfall Europe AG und dem Informa-
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. tionskreis KernEnergie in Berlin danken.
S
e :He

o™ >

91



F4 Relativistische Stosse

Der inelastische zentrale Stoss gegen ein ruhendes gleichartiges Teilchen

Ein Teilchen der Ruhemasse mo soll mit v = 12/13-c gegen ein ruhendes Teilchen derselben Art
stossen und dabei mit diesem zu einem neuen Teilchen der Ruhemasse Mo verschmelzen, welches
nach seiner Erzeugung die Geschwindigkeit u aufweise. Dabei mlssen der Impulserhaltungssatz
und der Energie-Massen-Erhaltungssatz erfillt sein:

MvV + M0 = Myu und My'C2 + Mo-c2 = MucC?
also Mev = Myu und mo+my = My  nebst my =mo/V = mo/(5/13) = 2.6 - mo
somit  u= v:(my/My) = v:(my/(Mo+my) = v-(1/(W+1)) = 12/13:c:(1/(5/13 + 1)) = 2/3-C
und Mo = My-V(1-(2/3)2) = (mMo+my)0.745 = mo 3.6 -0.745 = 2.68 - mo

Der inelastische zentrale Stoss zweier gegenlaufiger gleichartiger Teilchen

Zwei Teilchen der Ruhemasse mo sollen nun mit v = + 12/13-c frontal gegeneinander stossen und
dabei zu einem neuen Teilchen der Ruhemasse Mo verschmelzen. Wir schreiben wieder die beiden
Erhaltungsséatze auf:

My'V + my(-v) = Myu und mMy'c2 + my'c2 = My-c?
also O=Myu und 2-my = My nebst my =mo/V = mo/(5/13) = 2.6 -mo
somit u=0 und My =Mo=2-my =2-26-Mo = 52-mMe

Der numerische Unterschied der beiden Verfahren ist hier nicht sehr beeindruckend. Dies kommt
aber nur daher, dass wir in unserer Rechnung nicht ‘nahe an ¢ herangegangen’ sind. Fir v —>c¢
geht aber der Ausdruck v+( 1/ (V + 1)) fir u immer mehr gegen v , was bedeutet, dass das er-
zeugte Teilchen ebenfalls eine Geschwindigkeit hat, welche sehr nahe bei c liegt, und dass My da-
her viel grésser ist als Mo ! Heutige Beschleuniger liefern Teilchen mit Geschwindigkeiten, die nur
noch um wenige m/s oder gar cm/s kleiner sind als ¢ ! Es braucht dann mit der oberen Methode
enorm viel gr@ssere Energien, um ein schweres (evtl. noch hypothetisches) Teilchen einer
bestimmten Ruhemasse zu erzeugen, weil ein grosser Teil der investierten Energie noch fur die
unvermeidliche kinetische Energie des erzeugten Teilchens aufgewendet werden muss. Nur mit der
unteren Methode kann die ganze investierte Energie zur Erzeugung des neuen Teilchens genutzt
werden (— Aufgaben 4 und 5).

Dies ist der Grund dafir, dass moderne Anlagen gerne mit Doppel-Speicherringen ausgerustet
werden, in denen die Teilchen (oder Teilchen und Antiteilchen) gegenlaufig mit Geschwindigkeiten
sehr nahe bei ¢ herumrasen, um dann im Innern von gewaltigen Detektoren zur Frontalkollision
gebracht zu werden. Eine solche Anlage fir die (leichten) Elektronen und Positronen lauft schon
viele Jahre in der Ndhe von Hamburg (DESY ~ Deutsches Elektronensynchrotron). Lesen Sie den
entsprechenden Abschnitt im Lehrbuch [8] von SexI! Das CERN bei Genf baut seine grosse Anlage
im Moment (2006) gerade entsprechend um fir die viel schwereren Protonen (LHC ~ Large Hadron
Collider).

Sowohl das DESY (www.desy.de) als auch das CERN (www.cern.ch) unterhalten informative Web-
seiten. Am CERN wurde ja Ubrigens von Tim Berners Lee auch das Internet in seiner heutigen
Form entwickelt, um die Bildung von Teams zu erleichtern, deren Mitglieder in beliebigen Ecken der
Welt leben und arbeiten.
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Blick in den 28 km langen kreisférmigen Tunnel, der 100 m unter der Erdoberflache liegt. Seit Frih-
jahr 2005 werden hier die supraleitenden Magnete montiert, welche die Protonen in den beiden
Speicherringen auf der Kreisbahn halten werden.
http://doc.cern.ch//archive/electronic/cern/others/PHO/photo-ac/0504028_06.jpg (© CERN)

[
|

Montage von ATLAS, einem der vier enormen Detektoren, welche die Produkte registrieren sollen,
die bei der Frontalkollision der Protonen entstehen. Es fallen dabei kurzzeitig soviele Daten an wie
im ganzen europdischen Telekom-Netz.
http://doc.cern.ch//archive/electronic/cern/others/PHO/photo-ex/0611040_02.jpg (© CERN)

93



F5 Erzeugung und Vernichtung von Teilchen

Das Bild zeigt die Entstehung eines Elektron-Positron-Paares aus einem Photon hoher Energie,
einem sogenannten y-Quant. Das Photon hinterldsst keine Spur in der Blasenkammer, da es un-
geladen ist. Elektron und Positron werden durch ein Magnetfeld, welches senkrecht steht auf der
Bildebene, wegen ihrer unterschiedlichen elektrischen Ladung von der Lorentz-Kraft in entge-
gengesetzte Richtungen abgelenkt. Das Photon muss von links ins Bild gekommen sein, und wir
sehen hier gleichzeitig alle drei Erhaltungssatze in Aktion:

Der Impuls (und damit auch die Gesamtenergie, die kinetische Energie und die Geschwindigkeit)
des Elektrons und des Positrons lassen sich aus den Bahnradien zu Beginn der spiralférmigen
Bewegung ermitteln, da ja die Starke des angelegten Magnetfeldes bekannt ist. Es gilt

mvv/r=e-v-B, also p=e-rB, unddannhaben wirjanoch Ett? = Eo2 + p2-c?

Die Aufgabe 7 im Abschnitt F7 bezieht sich auf diese Situation.

Pionen, Myonen und viele weitere Teilchen werden dauernd millionenfach erzeugt durch den
Aufprall von hochenergetischen Quanten der kosmischen Strahlung auf Atome in der Erdatmos-
phare. Antiprotonen werden heute am CERN in grosser Zahl serieméssig produziert, und ebenfalls
am CERN hat man aus Antiprotonen und Positronen schon Anti-Wasserstoffatome erzeugt.

Trifft ein Positron auf ein Elektron, so werden die beiden Teilchen in zwei Photonen ‘zerstrahlen’.
Der Impulserhaltungssatz erzwingt, dass es mindestens zwei Photonen sind: Der Gesamtimpuls
eines Photons kann ja in keinem Koordinatensystem Null sein, wahrend der Gesamtimpuls der
beiden Teilchen im Schwerpunktsystem immer null ist! Aus demselben Grund kann ein Photon auch
kein Elektron-Positron-Paar ohne Beteiligung eines weiteren Teilchens erzeugen. Das Ereignis fin-
det immer in unmittelbarer N&he eines Atomkerns statt.

Surf-Tipp:
http://teachers.web.cern.ch/teachers/archiv/HST2005/bubble_chambers/BCwebsite/index.htm
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F6 Wie es jetzt weitergehen konnte

Wenn wir die wichtigsten Ergebnisse der SRT vollsténdig darstellen wollten, mUsste es im nachsten
Kapitel etwa folgendermassen weitergehen:

- Ein vorbereitender Abschnitt, in dem herausgearbeitet wird, wie sich Krafte und Beschleunigun-
gen transformieren. Alles dazu Notwendige haben wir bereitgestellt

- Ein zweiter Abschnitt, in welchem untersucht wird, was mit der Lorentz-Kraft geschieht, die ja auf
schnelle Elektronen wirkt, wenn man die Sache im System des schnellen Elektrons selber dar-
stellt

- Dann sollte allgemein abgeleitet werden, wie sich elektrische und magnetische Felder in der SRT
transformieren

Diese drei Punkte sind eigentlich unverzichtbar. Erst mit ihnen ist das Ziel von Einstein erreicht, die
Asymmetrien zu erklaren, “welche den Phadnomenen nicht anzuhaften scheinen”. Vielleicht er-
scheint mal eine erweiterte Ausgabe dieses Buches - im Moment méchte ich einfach auf schéne
Darstellungen von anderen Autoren verweisen:

- Michael Fowler gibt im Kapitel 16 seines im Internet frei zugénglichen Skripts [24] einen elemen-
taren Zugang zur Transformation des elekiromagnetischen Feldes. [24] ist Gberhaupt eine sehr
schdne elementare Darstellung der SRT und die einzige, die ich gefunden habe, welche eben-
falls die Desynchronisation als Grundphdnomen quantitativ einsetzt !

- Roman Sex! und Herbert K. Schmidt liefern im Kapitel 16 von [25] eine Herleitung der Transfor-
mation der elektromagnetischen Gréssen ohne Verwendung von héherer Analysis. Sie benutzen
dabei das Rechnen mit Vierervektoren. Diese elegante mathematische Einkleidung der SRT wird
vorher gut verstandlich eingefuhrt.

Auch bei den bereits behandelten Themen kdnnte man noch einige Vertiefungen anbringen:

- Transformation und Addition von beliebigen Geschwindigkeiten. Wir haben nur Geschwindigkei-
ten parallel und senkrecht zu v betrachtet. Daraus kénnte man dann auch die allgemeine Formel
fur die Aberration ableiten

- Allgemeine Dopplerformel. Wir haben nur die Frequenzverénderungen bei Bewegungen in radi-
aler Richtung (den ‘longitudinalen’ Dopplereffekt) untersucht

- Transformation der Gréssen der Warmelehre. Wie man das angehen kann habe ich in der Auf-
gabe 11 von E6 angedeutet

Etliche Ergédnzungen und Anregungen werden noch im Abschnitt K vorgestellt. Ich méchte jetzt den
einmal gewonnenen Schwung beibehalten und gleich noch einen Einstieg in die Alilgemeine Rela-
tivitatstheorie prasentieren. Dabei stitze ich mich weiterhin auf die Darstellung [10] von Epstein
sowie auf das schdne, aber langst vergriffene Buch [26] von Horst Melcher, welches 1968 in der
damaligen DDR erschienen ist und vielleicht deshalb im ‘Westen’ nicht die ihm gebuhrende Verbrei-
tung erfahren hat.
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F7 Aufgaben und Anregungen

1. Uberlegen Sie sich selber, wie die folgenden Energie-Einheiten ineinander umgerechnet
werden mussen: a) J b) MeV c)u d) kg

2. Ein gewohnliches Sauerstoffatom (also O-16) wiegt 15.994915 u , ein Wasserstoffatom (H-1)
wiegt 1.0078252 u . Berechnen Sie daraus die mittlere Bindungsenergie eines Protons oder
Neutrons im Sauerstoffkern und vergleichen Sie mit dem Diagramm auf Seite 90.

3. Ein Teilchen der Ruhemasse m stosse inelastisch mit der kinetischen Energie 4-m-c2 gegen ein
ruhendes Teilchen derselben Ruhemasse. Zeigen Sie rechnerisch, dass sie dabei zu einem
einzigen Teilchen verschmelzen kénnen, und berechnen Sie dessen Ruhemasse.

4. Bei der Frontalkollision eines Elektrons mit einem Positron kann ein Psi-Teilchen entstehen,
wenn das Elektron und das Positron vorher so stark beschleunigt worden sind, dass ihre Mas-
sen auf das 3700-fache der Ruhemasse angewachsen sind.

a) Bestimmen Sie die erforderliche kinetische Energie der Elektronen in MeV

b) Bestimmen Sie die Ruhemasse des erzeugten Psi-Teilchens

c) Wie schwer ware also der Schrotthaufen, den zwei Kleinwagen der Ruhemasse 500 kg
bilden, wenn sie mit denselben Geschwindigkeiten wie das Elektron und das Positron
frontal zusammenstiessen ?

5. (anspruchsvolle Anschlussaufgabe an 4)
Welche Energie in MeV musste ein Positron mitbringen, damit beim Stoss gegen ein ruhendes
Elektron ein Psi-Teilchen erzeugt werden kénnte? Rechnen Sie nicht mit den Geschwindig-
keiten, sondern mit den Energien und den Impulsen und verwenden Sie die Gleichung (2) auf
p.78! Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Aufwand beim Einsatz eines Doppelspeicherrings
wiein 4!

6. Zeigen Sie, dass man nicht den relativistischen Ausdruck fiir die kinetische Energie erhalt,
wenn man einfach in der Formel 0.5-m-v2 fir m die dynamische Masse my einsetzt.

7. Die Aufgabe bezieht sich auf die lllustration auf p. 94. Das Magnetfeld habe senkrecht zur
Bildebene eine Starke von 0.214 Tesla, und die beiden Bahnradien seien zu Beginn der
spiralférmigen Bahnen mit ry = 8.31 cm respektive r2 =5.17 cm ausgemessen worden.
a) Berechnen Sie sowohl furs Elektron als auch furs Positron die Gesamtenergie und damit
auch die dynamische Masse unmittelbar nach der Entstehung

b) Bestimmen Sie die kinetischen Energien und die Geschwindigkeiten, welche die beiden
Teilchen nach ihrer Entstehung besassen

c) Bestimmen Sie die Mindestenergie des erzeugenden y-Quants und daraus mithilfe der
Planck-Formel E = h-f auch dessen Mindestfrequenz

d) Fur Photonen gilt ja E = p-c . Zeigen Sie, dass nicht der ganze Impuls des einfallenden
Quants an die beiden entstandenen Teilchen weitergegeben worden ist, dass also noch ein
weiteres Teilchen bei dieser Paarerzeugung mitgespielt haben muss

8. Ein Rdntgen-Quant der Energie 100 keV trifft auf ein ruhendes Elektron und wird von diesem
absorbiert. Welche Geschwindigkeit erhalt das Elektron dadurch ?
a) Bestimmen Sie die Lésung mit dem Impulserhaltungssatz
b) Welche Geschwindigkeit hatte das Elektron, wenn die gesamte Energie des Photons in
kinetische Energie des Elektrons umgewandelt wirde ?
c) Welcher Prozentsatz der einfallenden Energie wird also nicht in kinetische Energie
umgesetzt ? Wohin geht denn dieser Anteil ?
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(VLT KUEYEN + FORS2)

The Crab Nebula in Taurus

ESO PR Photo 40f/99 ( 17 November 1999 ) © European Southern Observatory



G Von der Speziellen zur Allgemeinen
Relativitatstheorie

Ausgehend von der ratselhaften Tatsache, dass sich die trdge und die schwere Masse experimen-
tell nicht unterscheiden lassen, lernen wir Einsteins Schlliissel zum Einbau der Gravitation in die
Relativitatstheorie kennen: Das Aquivalenzprinzip. Dann klaren wir genau, fiir welchen einfachen,
aber sehr wichtigen Fall wir die quantitativen Auswirkungen beschreiben werden. Im vierten Ab-
schnitt studieren wir, welchen Einfluss die Gravitation auf ‘Uhren und Massstébe’ hat, so wie wir im
Kapitel B den Einfluss einer Relativgeschwindigkeit auf das Ergebnis von Langen- und Zeit-
messungen studiert haben. Im Fall relativ schwacher Gravitationsfelder kénnen wir die korrekten
Formeln herleiten. Dass diese allgemein gliltig sind fur nicht rotierende kugelférmige Massen , also
fur die Schwarzschild-Lésung der Einstein’schen Gleichungen, ist zwar richtig, aber wr kénnen es
nicht begriinden. Aus unseren Formeln kénnen wir weiter ableiten, wie sich Geschwindigkeiten
transformieren zwischen Beobachtern, die ‘unterschiedlich tief in ein Gravitationsfeld eingetaucht
sind’. Dies fuhrt zur Erkenntnis, dass fur einen entfernten Beobachter die Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum nicht mehr Uberall dieselbe ist!
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G1 Eine seltsame experimentelle Tatsache

Was ist schwerer - ein Kilogramm Blei oder ein Kilogramm Federn? [28-195f] Die Antwort auf diese
vermeintliche Scherzfrage ist keineswegs selbstversténdlich. Newton war vielleicht der erste, der
sich daruber gewundert hat, dass sich die trdge und die schwere Masse experimentell nicht unter-
scheiden lassen (siehe Zitat p.7 in A1). In einer Serie von Pendelversuchen ist er der Sache eigen-
hé&ndig nachgegangen und hat festgestellt, dass die beiden Gréssen einander proportional sind. Es
ist aber nur eine Frage der Definition der Einheiten flir die Masse und die Kraft, um aus der Propor-
tionalitat eine Gleichheit zu machen.

Im Abschnitt F1 haben wir auf p.84 fast beildufig bemerkt, dass wir es im Prinzip sogar mit drei ver-
schiedenen Konzepten von ‘Masse’ zu tun haben:

- Masse als ‘trdge Masse’, welche einer Impulsdnderung einen Widerstand entgegensetzt
« Masse als ‘schwere Masse’, auf die in einem Gravitationsfeld eine Kraft wirkt
- Masse als ‘gravitierende Masse’, welche selber ein Gravitationsfeld erzeugt

Dass die ‘felderzeugende’ Masse mit der ‘felderleidenden’ gleichgesetzt werden kann hat eigentlich
nie Aufsehen erregt. Dass aber die frdge und die schwere Masse identisch sein sollen hat keine
logische Grundlage und wurde deshalb immer wieder experimentell getestet. Die Genauigkeit, die
Newton mit seinen Pendelversuchen erzielte, lag etwa bei 1:1000. Wohl angestossen durch die
Uberlegungen von Ernst Mach hat der ungarische Baron Lorand von Eétvés ab 1899 Prazisions-
experimente zu dieser Frage ausgeflihrt. Er konnte dabei die Genauigkeit von Newton um viele
Zehnerpotenzen ubertreffen. Eine weitere deutliche Steigerung gelang dann 1964 Robert H. Dicke
und seinem Team. Wegen der fundamentalen Bedeutung dieser Experimente sollen die Angaben
dazu aus dem ‘Telefonbuch’ [27-1050ff (!)] in einer kleinen Tabelle zusammengestellt werden. Ich
nehme auch noch den Fallturm in Bremen hinzu, da dort erstmals nicht mehr Torsionskrafte ge-
messen werden, sondern direkt geprift wird, ob wirklich alle Kérper gleich schnell fallen. Seit 2005
kann dabei dank der neuen Katapultanlage eine Freifallzeit von etwa 9.5 Sekunden erzielt werden.
Der zugehdrige Weblink ist www.zarm.uni-bremen.de/index.htm .

wer wann wie genau
Newton um 1680 1:108
E6tvos 1899 - 1922 5:10°
Renner 1935 7 :1010
Dicke et al. 1964 1:10"
Braginsky & Panov 1971 1:1012
Fallturm in Bremen 1990 - heute 1:1012

Misner et al. nennen dieses Faktum in [27] “the uniqueness of free fall” oder “the weak equivalence
principle”. Diese experimentelle Tatsache steht am Anfang jeder Theorie der Gravitation. Alle (klei-
nen) Testkdrper fallen im Gravitationsfeld eines grossen Kérpers genau gleich schnell, unabhéngig
von ihrer Zusammensetzung und ihrer Masse. Warum das so ist konnte Newton nicht beantworten
und er wollte auch nicht dariiber spekulieren (‘hypotheses non fingo’). Eine gute Theorie der Gravi-
tation muss aber auf diese Frage eine Antwort geben.

Ab 1906 hat Einstein an diesem Problem gearbeitet - und 1908 hat er erkannt, dass er es auf seine
typische Art wohl am besten |I6sen kann.
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http://www.einsteinjahr-bremen.de/FallturmBremen_Einsteinvi_300605.jpg
(der Link ist nicht mehr aktiv)
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G2 Das Aquivalenzprinzip

Was macht Einstein, wenn zu einem experimentellen Ergebnis keine logische Erklarung gefunden
werden kann? Er macht das zu erklarende Faktum zum Ausgangspunkt einer neuen Theorie! Die
unerklérliche Konstanz der Lichtgeschwindigkeit hat er (mit Rickendeckung von Maxwell) einfach
zum Prinzip erhoben und darauf die SRT begrindet. Genauso packt er auch die Gravitation an - er
macht aus der Gleichheit der schweren und der trégen Masse ein Axiom und erklért:

1. Es lasst sich prinzipiell mit lokalen Experimenten nicht feststellen, ob ein Labor im Gravita-
tionsfeld einer grossen Masse ruht und dort die Fallbeschleunigung g gemessen wird oder
ob es gravitationsfrei der konstanten Beschleunigung g ausgesetzt ist.

Dieses Aquivalenzprinzip von Einstein ist so wichtig, dass wir es noch auf verschiedene andere
Arten formulieren wollen (hach [27] missten wir es das ‘starke Aquivalenzprinzip’ nennen):

2. Es gibt keine lokalen Experimente, die unterscheiden kénnen, ob ein Labor in einem Gravi-
tationsfeld frei fallt oder ob es unbeschleunigt in einem gravitationsfreien Raum ruht.

3. In einem homogenen Gravitationsfeld laufen alle Vorgange genau gleich ab wie in einem
gleichférmig beschleunigten, aber gravitationsfreien Bezugssystem.

4. Ein kleines, in einem Gravitationsfeld frei fallendes und nicht rotierendes Labor ist ein Iner-
tialsystem im Sinne der SRT.

5. Die Wirkung einer Schwerkraft kann lokal durch eine passende Beschleunigung erzeugt
oder aufgehoben werden.

In der dritten Formulierung ist die Forderung, dass die Experimente ‘lokal’ sein sollen, sich also
nicht Gber ein ‘grosses’ Raumgebiet erstrecken sollen, ersetzt durch die Forderung, dass das
Gravitationsfeld ‘homogen’ sein soll, was natrlich in allen Féallen auch nur in einem kleinen Raum-
gebiet in sehr guter N&herung gilt. Die dritte Formulierung hat Einstein selber in seiner populéren
Darstellung [29] der Relativitatstheorien derart plastisch ausgemalt, dass man an eine bewusste
Bezugnahme auf die Schilderung der Phdnomene im Schiffsbauch durch Galilei (siehe Zitat in A2)
denken muss:

“Wir denken uns ein gerdumiges Stuick leeren Weltraumes, so weit weg von Sternen und
erheblichen Massen, dass wir mit hinreichender Genauigkeit den Fall vor uns haben, der im
GaLILEiIschen Grundgesetz vorgesehen ist. Es ist dann mdglich, fur diesen Teil der Welt ei-
nen GALILEIschen Bezugskoérper zu wéahlen, relativ zu welchem ruhende Punkte ruhend blei-
ben, bewegte dauernd in geradlinig gleichférmiger Bewegung verharren. Als Bezugskoérper
denken wir uns einen gerdumigen Kasten von der Gestalt eines Zimmers; darin befinde sich
ein mit Apparaten ausgestatteter Beobachter. Flr diesen gibt es natrlich keine Schwere. Er
muss sich mit Schniren am Boden befestigen, wenn er nicht beim leisesten Stoss gegen
den Boden langsam gegen die Decke des Zimmers entschweben will.

In der Mitte der Kastendecke sei aussen ein Haken mit Seil befestigt und an diesem fange
nun ein Wesen von uns gleichgultiger Art mit konstanter Kraft zu ziehen an. Dann beginnt
der Kasten samt dem Beobachter in gleichférmig beschleunigtem Fluge nach “oben” zu
fliegen. Seine Geschwindigkeit wird im Laufe der Zeit ins Phantastische zunehmen - falls wir
all dies beurteilen von einem anderen Bezugskérper aus, an dem nicht mit einem Stricke
gezogen wird.
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Wie beurteilt aber der Mann im Kasten den Vorgang? Die Beschleunigung des Kastens
wird vom Boden desselben durch Gegendruck auf ihn (bertragen. Er muss also diesen
Druck mittels seiner Beine aufnehmen, wenn er nicht seiner ganzen Lange nach den Boden
berthren will. Er steht dann im Kasten genau wie einer in einem Zimmer eines Hauses auf
unserer Erde steht. Lasst er einen Kérper los, den er vorher in der Hand hatte, so wird auf
diesen die Beschleunigung des Kastens nicht mehr tUbertragen; der Kérper wird sich daher
in beschleunigter Relativbewegung dem Boden des Kastens n&hern. Der Beobachter wird
sich ferner Uberzeugen, dass die Beschleunigung des Kdrpers gegen den Boden immer
gleich gross ist, mit was fir einem Kérper er auch den Versuch ausfiihren mag.

Der Mann im Kasten wird also, gestitzt auf seine Kenntnisse vom Schwerefelde ... zum
Ergebnis kommen, dass er samt dem Kasten sich in einem ziemlich konstanten Schwere-
felde befinde. Er wird allerdings einen Augenblick verwundert sein darliber, dass der Kasten
in diesem Schwerefelde nicht falle. Da entdeckt er aber den Haken in der Mitte der Decke
und das an demselben befestigte gespannte Seil, und er kommt folgerichtig zum Ergebnis,
dass der Kasten im Schwerefelde ruhend aufgehéngt sei.

Durfen wir Gber den Mann lacheln und sagen, er befinde sich mit seiner Auffassung im
Irrtum? Ich glaube, wir dirfen das nicht, wenn wir konsequent bleiben wollen, sondern wir
mussen zugeben, dass seine Auffassungsweise weder gegen die Vernunft noch gegen die
bekannten mechanischen Gesetze verstdsst. Wir kénnen den Kasten, wenn er auch gegen
den zuerst betrachteten “GALILEischen Raum” beschleunigt ist, dennoch als ruhend anse-
hen. Wir haben also guten Grund, das Relativitétsprinzip auszudehnen auf relativ zueinan-
der beschleunigte Bezugskérper und haben so ein kraftiges Argument flr ein verallge-
meinertes Relativitatspostulat gewonnen.

Man beachte wohl, dass die Mdglichkeit dieser Auffassungsweise auf der fundamentalen
Eigenschaft des Schwerefeldes beruht, allen Kérpern dieselbe Beschleunigung zu erteilen,
oder, was dasselbe bedeutet, auf dem Satz von der Gleichheit der trdgen und schweren
Masse. Wirde dieses Naturgesetz nicht bestehen, so wirde der Mann im beschleunigten
Kasten das Verhalten der Kérper seiner Umgebung nicht durch die Voraussetzung eines
Gravitationsfeldes deuten kénnen, und er ware auf Grund keiner Erfahrung berechtigt, sei-
nen Bezugskoérper als einen “ruhenden” vorauszusetzen.

Der Mann im Kasten befestigte an der Innenseite der Kastendecke ein Seil und an dessen
freiem Ende einen Koérper. Durch diesen wird bewirkt werden, dass das Seil in gespanntem
Zustande “vertikal” herabhéngt. Wir fragen nach der Ursache der Spannung des Seils. Der
Mann im Kasten wird sagen: “Der aufgehangte Kérper erfahrt in dem Schwerefeld eine Kraft
nach unten, welcher durch die Seilspannung das Gleichgewicht gehalten wird; massgebend
fur die Grosse der Seilspannung ist die schwere Masse des aufgehangten Kérpers.” Ander-
erseits wird aber ein Be[obachter], der frei im Raum schwebt, den Zustand so beurteilen:
“Das Seil ist gezwungen, die beschleunigte Bewegung des Kastens mitzumachen und lber-
trégt diese auf den daran befestigten Korper. Die Seilspannung ist so gross, dass sie die
Beschleunigung des letzteren gerade zu bewirken vermag. Massgebend fir die Grésse der
Spannung im Seile ist die trdge Masse des Koérpers.” Wir sehen aus diesem Beispiele, dass
unsere Erweiterung des Relativitatsprinzips den Satz von der Gleichheit der trdgen und
schweren Masse als notwendig erscheinen lasst. Damit ist eine physikalische Interpretation
dieses Satzes gewonnen.”  [29-43ff]

Vielleicht kann ich Sie mit diesem langen Zitat dazu anstiften, es selber mal mit einem der allge-
mein verstandlichen Texte von Einstein zu versuchen. Naturlich gibt es auch viele Zeichnungen,
Animationen, Videos und DVD’s, welche diese Schilderung all denjenigen vor Augen fiihren, die
sich diese Bilder bei der Lektlre nicht selber machen mégen. Sie sind alle nett oder gar lustig,
schauen Sie sich ruhig einige davon an. Es ist amisant, Professor Albert dabei zuzuschauen, wie
er gemutlich samt Lift im freien Fall den Liftschacht hinuntersaust. Mich selber interessiert der Fall-
turm in Bremen, wo man sowas fir einige Sekunden experimentell tatséchlich durchfihren kann,
viel mehr als diese Comiczeichnungen zu einem Gedankenexperiment.
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G3 Unsere Beschriankung auf einen wichtigen Spezialfall

Das (starke) Aquivalenzprinzip war fiir Einstein Ansatzpunkt und Nagelprobe fiir jede mathema-
tische Formulierung einer Theorie der Gravitation. Dennoch kam er bis 1911 kaum richtig voran.
1912 kehrte er von Prag nach Zirich zuriick und muss dort zu seinem Freund und Studienkollegen
Marcel Grossmann, der inzwischen eine Professur an der ETH innehatte, gesagt haben: “Gross-
mann, Du musst mir helfen, sonst werd’ ich verriickt.” [7-213] Grossmann konnte ihm schnell hel-
fen, und Einstein hat Mathe gebuffelt wie friiher und spéter nie mehr. Schon bald fanden sie die
richtigen Feldgleichungen - verwarfen sie aber wieder, weil sie meinten, dass sich in erster Néhe-
rung nicht die Newton’sche Theorie daraus ergabe. Im Sommer 1915 (Einstein war schon Gber ein
Jahr in Berlin) stellte Einstein seine ganzen Uberlegungen und den Stand seiner Arbeiten in Géttin-
gen David Hilbert und seinen Leuten vor. Am 4. November 1915 legte er der Preussischen Akade-
mie eine weitere Abhandlung vor aus der Serie “Zur Allgemeinen Relativititstheorie”. Eine Woche
spater musste er davon aber schon wieder einiges zuricknehmen. Am 25. November publizierte er
schliesslich die endglltige Fassung seiner Gleichungen. Nun hat aber Hilbert schon am 20. No-
vember eine Arbeit zur Gravitation eingereicht, die allerdings erst am 31. Méarz 1916 gedruckt er-
schien und ebenfalls die korrekten Gleichungen enthielt. Beinahe wére es darlber noch zu einem
unschénen Prioritatsstreit gekommen. Einige Unverbesserliche versuchen, diesen heute immer
noch anzufachen, dabei weiss man seit 1997 definitiv, dass der Plagiatsvorwurf nur Hilbert treffen
kann (siehe dazu [31-105ff]).

In einem Brief an Arnold Sommerfeld schrieb Einstein: “Denk Dir meine Freude ... , dass die Glei-
chungen die Perihel-Bewegung des Merkur richtig liefern!” Und an den Freund Paul Ehrenfest: “Ich
war einige Tage fassungslos vor freudiger Erregung.” Einstein war aber auch véllig erschépft und
musste sich einige Wochen pflegen lassen.

Vorlesungs-Skript zur Differentialgeometrie von Marcel Grossmann.
Einstein schwénzte die Mathematik-Vorlesungen haufig und war fir die Prifungs-
vorbereitungen auf die (wunderschénen) Mitschriften seines Freundes angewiesen
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Einstein schreibt in seiner Abhandlung: “Dem Zauber dieser Theorie wird sich kaum jemand entzie-
hen kdnnen, der sie wirklich erfasst hat; sie bedeutet einen wahren Triumph der durch Gauss, Rie-
mann, Christoffel, Ricci und Levi-Civita begriindeten Methode des allgemeinen Differentialkalkiils.”
Diese Begeisterung Einsteins und einiger weiterer ‘Eingeweihten’ kénnen die meisten Leute (der
Autor dieses Buches inbegriffen) nicht so richtig teilen, weil sie die verwendeten mathematischen
‘“Tools’ nicht beherrschen. Zwar schrieb schon Galilei, dass das Buch der Natur in der Sprache der
Mathematik geschrieben sei - aber die von der Einstein’schen Theorie geforderten Kenntnisse sind
fir die meisten Menschen eine Zumutung. A. Hermann schreibt dazu in seiner lesenswerten
Einstein-Biographie:

Das machte manchen Zeitgenossen zornig. Der Arzt und Schriftsteller Alfred D&blin sagte:
Kopernikus, Kepler und Galilei kdnne er begreifen, die neue Theorie aber, die “abscheuliche
Relativitatslehre”, schliesse ihn “und die ungeheure Menge aller Menschen, auch der
denkenden, auch der gebildeten, von ihrer Erkenntnis aus”. Die Naturwissenschaftler von
heute mit Einstein an der Spitze hatten sich zu einer “Bruderschaft” entwickelt, die sich “frei-
maurerischer Zeichen und beinahe einer spiritistischen Klopfsprache bedient”. [30-220]

Wie bei der SRT haben aber auch bei der ART (Allgemeine Relativitatstheorie) im Laufe der Jahr-
zehnte verschiedene Leute flir gebildete Laien das Tor zu einem qualitativen Versténdnis weit
getffnet. Unterdessen ist es soweit, dass wir im wichtigsten Spezialfall die auftretenden Effekte
auch quantitativ korrekt berechnen kénnen, ohne dass wir dafiir zuerst, im Anschluss an ein
Grundstudium, noch einige Semester héhere Mathematik studieren missen. Flr mich waren die
beiden bereits erwéhnten Biicher [10] und [26] dabei am wichtigsten.

RTEA AL,

Marcel Grossmann, Albert Einstein, Gustav Geissler und Marcels
Bruder Eugen wéhrend ihrer Zeit als Studenten an der ETH
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Unsere Einschrankung:

Wir berechnen nur den Einfluss einer einzigen, kugelférmigen, nicht rotierenden Masse,
welche an ihrer Oberflache ein nicht allzu starkes Gravitationsfeld aufweist. Wir behandeln
also nur den Fall eines kugelsymmetrischen schwachen Gravitationsfeldes. Schwach heisst
dabei: Die Fluchtgeschwindigkeit von der Oberfliche der felderzeugenden Kugel soll viel
kleiner sein als die Lichtgeschwindigkeit.

Damit gilt fir einen Kasten, der aus grossem Abstand frei zur Oberflache dieser Kugel fallt, die
ganze Zeit in sehr guter Naherung Exin = 0.5-:mo-v2 . Im Diagramm auf p.77 im Abschnitt E4 sehen
wir, dass das noch angeht bis etwa v = c/3 . Die Fluchtgeschwindigkeit von der Erde betragt aber
lediglich 11.2 km/s, bei der Sonne sind es 618 km/s !! Diese Zahlen liegen weit unter unserer Ober-
grenze von ¢/3 = 100’000 km/s, bei der die noch abzuleitenden Formeln unbrauchbar werden. Fast
Uberall im Weltall ausser in der Nahe von ganz exotischen Objekten wie Neutronensternen oder
Schwarzen Léchern sind unsere Zusatzbedingungen extrem gut erflllt. Ganz besonders gilt das fur
jeden Ort im gravitativen ‘Einzugsgebiet’ unserer Sonne.

Lassen wir nun also ein kleines Labor von sehr weit weg entlang der x-Achse gegen das Zentrum
einer kugelférmigen Masse M fallen:

"

M \ <_V_m P

-
N

N ---9

Das kleine Labor soll am Anfang der Betrachtung gerade diejenige kleine Anfangsgeschwindigkeit
haben, fur die gilt

0.5mv2 = Exin = -Epot = G-M'm /r
Wegen des Energieerhaltungssatzes ist diese Gleichung wahrend des Fallens auch in jedem
spateren Zeitpunkt flr immer kleinere Werte von r und immer gréssere Werte von v erfillt. Nach
der Division durch m erhalten wir

vZ = 2GM/r =-2®(r) und Vv&/c2 = 22G:M/(cr) = -2:P(r)/c2 = 2:a/r = Rs/r
mit den Definitionen ®(r)=-G-M/r, a= G-M/c2 und Rs=2-G-M/c2 P(r) ist der klassische

Ausdruck fur das Potential im Newton’schen Gravitationsfeld, Rs ist der sogenannte Schwarzschild-
Radius. Fur unseren alles bestimmenden Wurzelausdruck erhalten wir somit
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Nun ist aber nach unserer zusatzlichen Voraussetzung der Wert von v2/c2 und damit auch der-
jenige von 2- o /r sehr klein. Das Quadrat von o /r ist daher noch viel kleiner, was die folgende

Umformung gestattet:
2 2
e
r r r r r

Damit und wegen ®(r) =- (a/r)-c2 kénnen wir unsere Wurzel etwas vereinfachen:

\E\‘m(‘a)(1q§2))

Wir wollen uns nochmals vergewissern, dass diese Naherung sehr, sehr gut ist: Die grosste Gravi-
tationsfeldstérke tritt im Sonnensystem an der Oberflache der Sonne auf. Prifen Sie nach, dass
dort der Wert von o /r etwa 2.1-106 betragt! Wir haben oben das Quadrat von diesem Ausdruck
in die Rechnung geschmuggelt, also etwas im Bereich von 4-10-12 | Dieses Glied ist eine Million
mal kleiner als der bedeutsame Term 2:a./r.

Setzen wir auch noch unseren Definitionen von Rs, o und ®(r) ein Denkmal:

Damit sind wir vorbereitet darauf, in unserem wichtigen Spezialfall die Konsequenzen aus dem
Aquivalenzprinzip zu ziehen und herzuleiten, wie ein Gravitationsfeld den Gang von Uhren und die
L&nge von Massstaben beeinflusst.

Zum Schluss wollen wir nochmals daran erinnern, welche zusatzliche Annahme wir bei der Herlei-
tung dieser Formeln gemacht haben. Wir kdnnen das jetzt auf verschiedene Arten formulieren:
- die beim freien Fall aus der Ruhe mdglichen Geschwindigkeiten sollen viel kleiner sein als ¢

- die beim freien Fall aus der Ruhelage erzielbare kinetische Energie soll immer viel kleiner sein
als die Ruheenergie m-c?

. der Betrag m-®(r) der potentiellen Energie soll immer viel kleiner sein als die Ruheenergie m-c2

- der Kugelradius der Zentralmasse M soll viel grésser sein als deren Schwarzschildradius, sodass
der Term Rs/r ausserhalb der Kugel tberall viel kleiner als 1 ist

Es muss sowieso noch betont werden, dass die oben hergeleiteten Formeln nur im Aussern der
Kugel giltig sind. Im Innern derselben nimmt die Gravitationsfeldstérke ja wieder ab und ist im Zen-
trum - allein schon aus Symmetriegriinden - null. Diese Abnahme ist nach Newton (brigens linear.
Wir werden in H5 noch darauf zuriickkommen.
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G4 Uhren und Massstabe im Schwarzschild-Feld

In unserem Sinne schwache Gravitationsfelder wer-
den oft auch Schwarzschild-Felder genannt zu Ehren
des deutschen Physikers und Astronomen Karl
Schwarzschild (1873-1916). Dieser beschaftigte sich
bereits um die Jahrhundertwende mit der Frage, ob
der physikalische Raum der Astronomie wirklich
euklidisch sei oder nicht, und schon 1913 begann er
nach der von Einstein vorhergesagten Rotverschie-
bung von Spekitrallinien im Spektrum der Sonne zu
suchen. Wenige Wochen nach der Publikation von
Einsteins Gleichungen prasentierte er als erster eine
exakte Losung derselben, und einige Wochen spéater
reichte er bereits eine zweite nach.

Diese Arbeiten verfasste er wahrend seines Kriegs-
dienstes an der Ostfront. Dort zog er sich auch eine
Hautkrankheit zu, an der er noch 1916 starb.

Lassen wir also wieder unser kleines Labor genau wie im letzten Abschnitt aus dem ‘OFF’ einer
kugelférmigen Masse entgegenfallen. Wir Uberlegen uns, wie sich die Messwerte eines Beo-
bachters in diesem Labor zu denjenigen eines unbewegten Beobachters im OFF verhalten, also zu
denjenigen eines von M (und allen anderen grossen Massen) sehr weit entfernten und relativ zu M
ruhenden Beobachters.

Nach dem Aquivalenzprinzip ist das frei fallende Labor in jedem Moment ein gravitationsfreies Iner-
tialsystem im Sinne der SRT. Damit wissen wir aber schon, in welcher Beziehung die Messungen
im fallenden Labor im Abstand r vom Zentrum von M zu denjenigen des Beobachters im OFF ste-
hen: r legt ja zusammen mit o (oder Rs oder ® ) den Wert unseres Wurzelausdrucks fest:

1]
I

M) = M() -V = A(®)-V(1-Rs/r) = M) (1-a/r) = Ae)-(1+D(r)/c?)

MX(r) = M) /v = Mx(e0) /V(1-Rs/r) = Mx(®)/(1-a/r) = Ax(®)/(1+D(r)/c?)
Ay(r) = Ay(«) (keine seitliche Kontraktion)
Az(r) = Az(«) (keine seitliche Kontraktion)

Diese Ergebnisse erhalten wir aus der SRT und unserer vierten Formulierung des Aquivalenzprin-
zips. Mit dem freien Fall haben wir die Gravitation vollstdndig verschwinden lassen, wir haben sie
fir den Beobachter im OFF durch eine in jedem Moment gerade angepasste Beschleunigung er-
setzt. Die Insassen im frei fallenden Labor befinden sich also die ganze Zeit in einem Inertialsys-
tem. Sie mussen also z.B. im Spektrum des angeregten Wasserstoffs immer dieselben Wellenlan-
gen messen. Nun sollen sie mit der Momentangeschwindigkeit v = v( 2:G:M /r ) am Ort r vorbei-
fliegen. Dabei sollen sie die Frequenzen im Spektrum von dort ruhendem, leuchtendem Wasser-
stoffgas messen. Nach Berlcksichtigung des Dopplereffektes (die Laborinsassen kennen die SRT)
muissen sie in ihrem Laborsystem, da sie sich ja in einem Inertialsystem befinden, die lblichen
bekannten Werte erhalten. Am Ort r im Gravitationsfeld ruhendes Wasserstoffgas strahlt also mit
Frequenzen, die mit den aus dem OFF gesehen zu langsam laufenden Uhren des frei fallenden
Labors gerade richtig bestimmt werden !! Das bedeutet aber, dass ruhende Uhren oder andere
schwingungsféhige Systeme im Abstand r vom Gravitationszentrum genau um denselben Faktor
langsamer gehen (im Vergleich mit solchen im OFF) wie diejenigen in unserem fallenden Labor.

108



Wir gelangen damit zur folgenden Formulierung des Aquivalenzprinzips, die nicht mehr allgemein
gilt, sondern auf unsere spezielle Situation zugeschnitten ist:

Messungen von Léangen und Zeitintervallen, die in einem kleinen, ruhenden Labor am Ort r
im Gravitationsfeld von M vorgenommen werden, transformieren sich gleich wie diejenigen
unseres frei fallenden Labors, wenn dieses entlang einer Feldlinie am Ort r vorbeifalit.

Betrachten wir die Gleichungen auf p.107 und p.108, so kénnen wir aus ihnen die folgenden quali-
tativen Aussagen ableiten:

1. Je kleiner r ist, desto weniger Zeit verstreicht dort im Vergleich zu einer Uhr im OFF. Je starker
das Gravitationsfeld ist, desto langsamer gehen die Uhren! Uhren, die im gleichen Abstand
vom Zentrum von M ruhen, laufen gleich schnell.

2. Je kleiner r ist, desto langer ist dort eine Strecke in radialer Richtung, wenn sie mit lokalen
Massstében gemessen wird. Aus dem OFF gesagt: Masstébe verkirzen sich in radialer Rich-
tung mit zunehmender Starke des Gravitationsfeldes! Fur die Dicke einer Kugelschale um M
werden also lokale Geometer einen grésseren Wert bestimmen als ein Beobachter im OFF.

3. Der Umfang eines Kreises um den Mittelpunkt von M wird aber von lokalen Beobachtern gleich
gross gemessen wie von einem Beobachter aus dem OFF.

Der zweite und der dritte Punkt bedeuten zusammengenommen, dass fiir einen Beobachter im
Gravitationsfeld der Durchmesser eines Kreises langer ist als sein Umfang, dividiert durch st ! Die
Gesetze der euklidischen Geometrie gelten also in einem Gravitationsfeld nicht mehr. Dass der
Kreisdurchmesser langer ist als nach der euklidischen Erwartung, wenn er mit lokalen Massstében
und nicht aus dem OFF bestimmt wird, wird meist folgendermassen illustriert:

Es wird eine Delle gezeichnet, die wirklich die Ei-
genschaft hat, dass der Durchmesser, entlang der
grauen Flache gemessen, langer ist als der Kreis-
umfang geteilt durch st . Gern lasst man in dieser
Delle dann noch als Planet ein Kiigelchen kreisen,
als ob es da ein Oben oder Unten und ein zusétzli-
ches Gravitationsfeld in z-Richtung gébe!

Epstein schimpft schwer Uber diese “zutiefst irre-
fuhrende Darstellung” [10-205]. Er hat natirlich
Recht. Mit dieser Delle will man nur die Metrik in der
Aquatorebene durch den Stern darstellen. Die
Massstabe liegen immer in dieser Aquatorebene,
sie werden aber kirzer, wenn man sich der Ober-
flache des Sterns nahert (und haben im Mittelpunkt
des Sterns wieder die gleiche Lange wie im OFF).

Um diese Verzerrung gegenlber der euklidischen
Metrik darzustellen, dehnt man diese Aquatorebene
in einen ‘Hyperraum’ - ob man eine Delle nach ‘un-
ten’ oder eine Beule nach ‘oben’ zeichnet ist dabei
belanglos. Diese zusétzliche zeichnerische Dimen-
sion hat mit der z-Richtung nichts zu tun. Der Wen-
depunkt des Querschnitts dieser Delle hat von der
z-Achse den Abstand R, wenn R der aus dem OFF
gemessene Radius des Sternes ist.
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Wir sitzen im Folgenden meistens neben einem Beobachter im OFF, also sehr weit weg von der
Masse M, an einem Ort, wo das Potential d(r) praktisch verschwindet. Diese leicht fiktive Position
hilft uns, wenn wir die Messwerte von einem Labor im Abstand r+ in diejenigen eines Labors im Ab-
stand r. vom Massenzentrum transformieren wollen. Stellen Sie sich zum Beispiel ein Blinklicht vor,
das am Ort ri mit konstanter Frequenz aufleuchtet. Welches Zeitintervall misst ein lokaler Beo-
bachter am Ort r2 mit seiner Uhr, bis er 100 Lichtblitze gezé&hlt hat ?

Es gilt nach p.108 M(ri) /V(1-Rs/r1) = M(®©) = At(r2) /V(1-Rs/r2)  und damit
At(r2) = M(r1)-V(1-Rs/r2)/V(1-Rs/r1) = M(r1)-V((1-Rs/r2)/(1-Rs/r1))
Entsprechend gilt fur kleine Langen in radialer Richtung (also in x-Richtung)

DX(r2) - V(1-Rs/r2) = Mx(®) = Mx(r1)-V(1-Rs/r1) et

(Kleine) Strecken quer zu den Feldlinien sind hingegen fir alle Beobachter gleich lang.

Wir werden meistens mit unseren Naherungen rechnen:
M(ro) /(1-a/r2) = A®) = M) /(1-0/rr)
Ax(re) - (1-0a/r2) = Mx(®) = AXx(r)-(1- o/rr)

R
Iy

n

oder
M(r2) / (1 +D(r2) /c2) = At(®) = At(r1) /(1 +D(r1)/c2)
AX(r2) - (1 +D(r2) /c2) = Ax(o) = Ax(r1) - (1 +D(r1)/c2)

Damit wissen wir genau Bescheid daruber, wie die ortsabhéngigen Messwerte von Zeitintervallen
und Langen transformiert werden missen. GOénnen wir uns jetzt zur Belohnung eine kleine
Rechnung: Eine Uhr soll oben auf einem 22.6 m hohen Turm in jeder Sekunde genau einen Piep-
ser aussenden. Eine baugleiche Uhr soll unten am Fuss des Turmes stehen und die Zeit zwischen
dem Eintreffen der Piepser messen. Wir wissen schon, dass die untere Uhr etwas langsamer geht.
Welchen zeitlichen Abstand zwischen den Piepsern misst die untere Uhr?

Fir das Verhaltnis At(oben)/At(unten) erhalten wir aus den obigen exakten Formeln den Ausdruck
V((1-2ae/(re+22.6))/(1-20e/re)) mit o= 4.43-108m und re= 6.373-10 m

Gibt man diese Zahlen ein, so zeigen die meisten Taschenrechnern einfach 1 ! Die beiden Werte
unterscheiden sich zuwenig, als dass man bei 10 oder 12 Stellen noch einen Unterschied zu 1 se-
hen kénnte! Die Unterschiede sind also fur kleine Verschiebungen im Gravitationsfeld der Erde
derart klein, dass es an ein Wunder grenzt, dass man sie schon 1960 messen konnte (Experiment
von Pound und Rebka, siehe 14 ). Damit wir die Grésse des Effekts berechnen kdnnen, sollten wir
also nicht das Verhdltnis At(oben) / At(unten) bilden, sondern die winzige Differenz dieser beiden
Zeiten ins Verhaltnis zu einer der Zeiten selber setzen. Wir missten dann etwas erhalten, das klei-
ner ist als 1012,

Bestimmen wir also  ( At(oben) - At(unten) ) / At(unten) = ( At(r2) - At(r1) ) / At(r1)
Es empfiehlt sich, dabei die Néherungsformeln ohne die Wurzeln zu benltzen:
At(ry) - At(ry) _ At(o) -(1-a/rp) - Al(®)-(1-a/r) al/n-aln o h-H K o- h—h

At(ﬁ) At(oo) '(1—0(/ r1) (1—0(/ r1) ' [-a 0] -(r1 —OL)

Schreiben wir fir die Differenz (r2 - r1) einfach Ah und bedenken wir zudem, dass wir das Resultat
nur im Subpromillebereich verédndern, wenn wir flr ro:(r1- o) einfach rg2 schreiben, so erhalten
wir das sehr einfache Ergebnis

A1) - AYR) _ ANy s

AY( i ) I'E2
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Der Effekt ist also von der Gréssenordnung 1 : 105 und es ist daher ganz in Ordnung, dass wir ihn
vorher in den ersten 12 Nachkommastellen nicht gefunden haben.

In noch vertrautere Gefilde kommen wir, wenn wir dieselbe Rechnung mit der Potential-Darstellung
durchfihren. Wir erhalten (ausgehend von der Naherungsschreibweise ohne Wurzel) genau wie
vorher schnell den ersten der Terme in der folgenden Zeile:

0(r2) =) _ d(r2) ~¢(r) _g-Ah
c? +¢(r) c? c?

Die erste Vereinfachung basiert dann auf unserer Zusatzvoraussetzung, die ja im Gravitationsfeld
der Erde extrem gut erflllt ist: ®(r) ist Uberall viel kleiner als ¢2 und kann deshalb als Summand im
Nenner ohne weiteres weggelassen werden. Und bei der kleinen Héhendifferenz von 22.6 m an der
Erdoberflache kdnnen wir fir die Potentialdifferenz im Zahler in guter Ndherung g-Ah einsetzen! Auf
die Eingabe von 9.81:22.6 /9-106 reagiert der Rechner auch brav mit dem Ergebnis 2.46-10-15.

Damit haben wir bereits einen berihmten Test der ART quantitativ gemeistert. Die eigentliche Kunst
besteht hier oft darin, das Problem erstens so zu formulieren, dass es eine bequeme Rechnung
gestattet, und zweitens in dieser Rechnung geschickte Néherungen zu verwenden, damit das Re-
sultat numerisch Uberhaupt bestimmt werden kann. Weitere Beispiele werden folgen.

6.5Mahc
1931-32

ERSTES TRIMESTER

MASCH

Marxistische Arbeiterschule

Keine Berlihrungséngste: GrOB'Berlin

Montag, 26. Oktober 1931 Die Hochschule
“Was der Arbeiter von der der Werktdtigen
Relativitatstheorie wissen muss”

Prof. Albert Einstein @ Kurse und Arbeitsgemeln-

schaften filr Aeti==
Beginn 8 Uhr, Saaleinlass 7 Uhr

prof.
en ., wissen mup. 5
. . Na‘urwis;QRSChaH ler ”r'”m”“'\,”,,ur!f: ':'uI\“SrnUL'U Vortrags
Beachten Sie auch den leicht Vs der Arbetter oot 'hem, den 20. u\\‘\u&»\?'\.h“
Was de A 0 -.\ gaaleinla
verdeckten Text ganz unten rechts ! At B8 g ¥ g R T wird 1ur mate-
snal der S riellen Gewalt, wenn sie dle Massen
boppssmrrel argreift

111



G5 Verschiedene Lichtgeschwindigkeiten ?!

Wer Langen und Zeiten messen kann, der kann kann auch Geschwindigkeiten messen. Kimmern
wir uns also darum, wie die entsprechenden Messwerte eines im Abstand r vom Zentrum unserer
kugelférmigen Masse ruhenden Beobachters fir einen Beobachter im OFF zu transformieren sind.

Es ist klar, dass wir wie in der SRT unterscheiden missen, ob eine Geschwindigkeit in x-Richtung,
also langs der Feldlinien, betrachtet wird oder eine in y-Richtung, d.h. senkrecht zu den Feldlinien.
Die gemessenen Zeitintervalle transformieren sich ja richtungsunabhéngig, wahrend die Transfor-
mation der Laufstrecke richtungsabhéngig ist. Zur Notation: vy(r;r) bezeichne die Geschwindigkeit
eines Objekts, welches sich im Abstand r vom Zentrum von M in y-Richtung bewegt, wie sie in
einem am Ort r ruhenden Labor gemessen wird. vy(r;) soll die Geschwindigkeit bezeichnen, die
ein Beobachter im OFF an demselben Objekt bei derselben Bewegung misst. Wir rechnen:

vy(r;r) = Dy (r)/A(r) = Dy(e0)/(At(e0)V(1 - 2-au/r)) = (Ay(e0)/At(0)) / V(1 - 2:0Ur ) = vy(r;e0) / V(1 - 2-alr)
also vy(r;®) = vy(rir) - V(1 - 2:a/r) = vy(r;r) - V(1 - Rslr) = vy(rir) - V(1 + 2- D(r) / c?)

Es ist also genau wie in der SRT : Eine von Rot lokal gemessene Quergeschwindigkeit uy’ présen-
tiert sich Schwarz um den Wurzelterm verlangsamt: uy = u,V  (siehe p.60 in D5)

Benutzen wir die Naherungen von p.107 fiir V(1 - 2-a/r), so erhalten wir den einfacheren Ausdruck
Vy(r®) = vy(rr) - (1-a/r) = vy(rr) - (1 +P(r) / ¢?)

Dieselbe Rechnung fiir Geschwindigkeiten in x-Richtung liefert ein anderes Resultat:

vx(r;r) = DX(r)/A(r) = (Ax(e0)V(1-Rs/r)) / (At(0)-V(1-Rs/r)) = (Ay(c0)/At()) / (1-Rs/r) = vx(r;) / (1-Rs/r)
also vx(r;®) = vx(r;r)-(1 - Rs/r) = vx(r;r)-(1 - 2-a/r) = vx(r;r)-(1 + 2-D(r)/c?)

Hier tritt unser Wurzelfaktor im Quadrat auf und die Wurzel entfallt damit! Deshalb brauchen wir in
diesem Fall auch nicht mit Naherungen zu arbeiten.

Elementare, aber etwas umstandliche Rechnungen [26-135f] liefern eine Ndherungsformel, welche
fur alle Bewegungsrichtungen taugt. Darin bezeichnet d den Winkel zwischen v und den Feldlinien:

v(r;o;9) = v(r;r;d) - (1 - a-(1+c0s2(d)) /r)
Der Term 1+cos2(d) ist ja gleich eins, wenn d = 90°, also wenn die Bewegung in y-Richtung erfolgt,

und er ist gleich 2 fiir = 0° und 9 = 180°, also wenn es sich um eine Geschwindigkeit in x-Richung
handelt. Wir hatten diese Formel eigentlich auch erraten kénnen ...

Aus der Ferne betrachtet verlangsamen sich also Geschwindigkeiten in der Nahe von grossen
Massen. Das ist ja weiters nicht verwunderlich, wenn auch der Zeitablauf selber verlangsamt er-

scheint. Nun kommt aber der Hammer: Das gilt nattrlich auch fur die Lichtgeschwindigkeit !!

Messen wir in einem Labor am Ort r die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum in irgendeiner Richtung,
so werden wir den Standardwert c(r;r;0) = co = 3:108 m/s erhalten. Diesen Wert haben wir aber (aus
der Sicht eines Beobachters im OFF) mit unseren evil. verkirzten Massstaben und sicher verlang-
samten Uhren erhalten. Fir einen Beobachter aus dem OFF muss sich also das Licht am Ort r im
Gravitationsfeld der Masse M mit der langsameren und richtungsabhéngigen Geschwindigkeit

c(r;;0) = c(r;r;d) - (1 - a-(1+co0s2(d)) /r) = co- (1 - a-(1+cos2(d)) /1)
ausbreiten ! Das heisst, dass flr einen Beobachter im OFF die Lichtgeschwindigkeit co nur noch
eine Obergrenze fiir den gravitationsfreien Raum darstellt. In der Nahe von Massen kommt das

Licht (aus dem OFF beobachtet) aber langsamer voran. Derweil messen lokale Beobachter vor Ort
immer den bekannten Wert co . Lokal ist die Welt Uberall Lorentz’sch ...

112



Halten wir fest, mit welcher Geschwindigkeit sich das Licht flir einen Beobachter im OFF in der
Nahe von grossen Massen fortpflanzt:

cy(r;oo)zco -(1—9)

r

c(r;;0) =cq -(1 —% ~(1 +0032(6)))

Gravitation wirkt also (aus der Ferne beobachtet) auf das Licht wie ein Brechungsindex ! Je stérker
das Feld ist, desto langsamer kommt das Licht voran. Der Brechungsindex héngt dabei allerdings
nicht nur vom Ort r, sondern auch noch von der Richtung 9 ab. Andert sich aber der Brechungsin-
dex, dann wird sich das Licht nicht mehr gradlinig ausbreiten - es sei denn, dass der Lichtstrahl
genau entlang einer Feldlinie zum Zentrum von M lauft. In allen anderen Féllen muss das Phéano-
men der Brechung auftreten. Wir sind damit vorbereitet auf die Berechnung desjenigen Experimen-
tes, dessen Ausgang Einstein tber Nacht zu einer Berlihmtheit ersten Ranges gemacht hat: Der
Lichtablenkung am Sonnenrand, fotografierbar nur bei einer Sonnenfinsternis (12).

Tatséchlich transformieren sich aber alle Geschwindigkeiten geméss den eingerahmten Formeln,
man muss dabei nur co durch die lokal gemessene Geschwindigkeit v(r;r) ersetzen. Das bedeutet,
dass derjenige Viertel eines Satelliten, welcher sich am nachsten bei der Erde befindet, etwas
langsamer vorankommt als derjenige, der ganz aussen liegt. Wenn aber in einer Viererreihe die
Leute ganz rechts immer ein bisschen schneller gehen als diejenigen ganz links, dann wird sich die
Richtung, in der die Truppe marschiert, allmahlich nach links drehen. Statt dass sich der frei
fallende (oder fliegende) Satellit ‘geradeaus’ bewegt, 1auft er daher in einer Bahn um die Erde !
Genau so erklart Einstein die Wirkung der Gravitation - auf Krafte kann er ganz verzichten. Die
‘Verzerrungen’ der Metrik des Raumes und der Raumzeit bewirken von selber, dass Tragheitsbah-
nen gerade so verlaufen, wie wir es von der Newtonschen Mechanik her kennen.

Wenn wir alles nur aus der Warte des Beobachters im OFF beschreiben, dann kénnen wir ganz auf
‘geschrumpfte Massstébe’ und ‘verlangsamte Uhren’ verzichten und alle Phdnomene nur aus die-
ser Brechung in der Nahe von Massen ableiten. Tatsachlich sitzen wir aber mitten in solchen Gravi-
tationsfeldern drin, und unsere Atomuhren zeigen die von Einstein geforderten Effekte heute direkt
(15, 16 und 17). Es wéare ohnehin etwas elitdr oder abgehoben, sich nur aus dem OFF mit der Welt
zu befassen ...

Epstein widmet dem Thema “Gravitation durch Brechung” in [10-195ff] einen vierseitigen Einschub,
dessen Lektlre der geneigten Leserin empfohlen sei. Eine sehr schéne lllustration dazu finden Sie
auf der Ubernéchsten Seite.

Damit kénnen wir vielleicht auch schon die wenigen Worte verstehen, in welche Misner, Thorne und
Wheeler die ganze Allgemeine Relativitatstheorie auf unlbertreffliche Art zusammenfassen:

“Matter tells space how to curve, and space tells matter how to move.”  ‘Telefonbuch’ [27-0005]
Ich versuche eine Ubersetzung:

“Die Materie sagt dem Raum, wie er sich zu krimmen hat, und der Raum sagt der Materie, wie sie
zu fallen hat.”

Mit ’space’ respektive ‘Raum’ ist dabei naturlich die 4d-Raumzeit gemeint ...
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G6 Aufgaben und Anregungen

10.

11.

12.

13.

14.

Giessen Sie ganz langsam viel farblosen Zitronensirup in ein Glas, welches Sie vorher schon
halb mit Wasser gefiillt haben. Richten Sie den Strahl eines Laserpointers quer durch das Glas
und beobachten Sie, wie die lokal unterschiedlichen Brechungsindices lokal unterschiedliche
Lichtgeschwindigkeiten und damit Richtungsédnderungen provozieren!

Korrigieren und préazisieren Sie im Lehrbuch [8] die Seite 124 | Sie behandelt das Schrumpfen
von Massstaben in der N&he von grossen Massen.

Besuchen Sie die Webseite “ www.zarm.uni-bremen.de/index.htm” zum Fallturm in Bremen.

Berechnen Sie den Schwarzschildradius des Mondes, der Erde und der Sonne. Vergleichen
Sie jeweils mit dem effektiven Radius dieser kugelférmigen Kérper, d.h. bilden Sie den Quo-
tienten Rs/R.

Berechnen Sie den Quotienten Rs/R auch fur ein Atom und fir einen Atomkern. Missen die
Effekte der ART in der Atomphysik oder in der Kernphysik demnach beriicksichtigt werden ?

Lesen Sie die Einstein-Biographie [31] von Thomas Buhrke! (dtv 31074)

Suchen Sie Unterlagen zu den Experimenten von E6tvés und Dicke zur Gleichheit von trager
und schwerer Masse und studieren Sie die Grundidee dieser Experimente.

Der amerikanische Physiker Richard P. Feynman hat folgenden Vorschlag gemacht, um das
Schrumpfen von Massstaben zu illustrieren: Man denke sich eine riesige Herdplatte, die so
geheizt wird, dass sie in der Mitte kuhl und nach aussen hin immer warmer wird. Macht man es
richtig, dann haben Masstabe in radialer Richtung infolge der Warmeausdehnung tberall
gerade die richtige Lange ! Was kann man damit schén zeigen - und welchen grundsétzlichen
Mangel hat diese Konstruktion?

Denken Sie sich noch geeignete Uhren aus zur Herdplatten-Variante der Schwarzschild-Metrik.

Wieviele Sekunden macht es aus im Laufe eines Menschenlebens von 80 Jahren, ob man auf
den Malediven oder in den Hochanden auf 4000 miM lebt ?

In einem Meteoriten sei eine ganz neue Art von Materie gefunden worden, bei der sich trage
und schwere Masse unterscheiden. Wie kann man das Uberhaupt feststellen? Welche Folgen
hétte das fiur die Gravitationstheorien von a) Newton b) Einstein

Was heisst eigentlich ‘gradlinig’ in einem Gravitationsfeld, in welchem der Weg von Licht-
strahlen krumm ist?

Zeigen Sie, dass eine Uhr an Bord eines Satelliten, der sich auf einem Kreis mit Radius r im
Schwarzschild-Feld der Masse M bewegt, um den Faktor (1 —3-a/(2:1) ) langsamer geht als
eine identische Uhr im OFF. Sie brauchen dafur die SRT und die ART !

Berechnen Sie den Gangunterschied zweier Uhren, die sich nahe der Erdoberflache an Orten
befinden, die eine Héhendifferenz von Ah aufweisen, indem Sie die Gravitation durch eine
Rakete der L&dnge Ah ersetzen, die Sie mit g im feldfreien Raum beschleunigen. Setzen Sie fir
die Anfangsgeschwindigkeit O ein und berucksichtigen Sie den Dopplereffekt! Denn wenn die
Signale oben an der Spitze ankommen, dann bewegt sich diese ja schon ein bisschen schnel-
ler als die Uhr am Boden bei der Aussendung des Signals ...
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Einige der schdnsten ’Einstein-Ringe’ aus der Sammlung des Hubble-Weltraumteleskops. Sie ent-
stehen dadurch, dass das Gravitationsfeld der zentralen, hellorangen Galaxie fir den Strahlengang
des blauen Lichts einer weit hinter ihr liegenden Quelle (meist einem Quasar) wie eine Linse wirkt.
Wir sehen dann dasselbe Obiekt tGberall um den Rand der Vordergrund-Galaxie herum. Dabei wird
auch die Intensitét des Lichtes des Hintergrundobjektes massiv verstarkt.

Derartige Gravitationslinsen hat Einstein 1936 theoretisch vorausgesagt, er war aber eher pessi-
mistisch hinsichtlich der Mdéglichkeit, diesen Effekt tatséchlich je zu beobachten. Es hat ja dann

auch noch 60 Jahre gedauert ...

--> http://hubblesite.org/newscenter/archive, Suchbegriff ‘gravitational lens’
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Spiral Galaxy NGC 7424
(VLT MELIPAL + VIMOS)
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H Epsteindiagramme zur Aligemeinen
Relativitatstheorie

Wir lernen von Epstein, wie wir in seinen Diagrammen erreichen kénnen, dass Objekte spontan zu
fallen beginnen und dass Uhren weniger schnell ticken, wenn sie sich an einem Ort mit starkerer
Gravitation befinden. Daflir missen wir nur die uns vertrauten Epstein-Diagramme der SRT ein
bisschen zurechtbiegen ... Das Schone dabei ist, dass wir das Grundaxiom beibehalten kénnen:
Alle bewegen sich immer mit Lichtgeschwindigkeit durch die Raumzeit. Daraus ergibt sich auch
eine neue Variante des Zwillings-Paradoxons. Wie gewohnt untersuchen wir die Angelegenheit
auch quantitativ. Dann interpretieren wir die Ergebnisse noch durch ein Maximalprinzip. Der flinfte
Abschnitt prasentiert die Epstein-Diagramme in einer eleganten eingerollten Fassung. Schliesslich
lassen wir uns noch von Epstein zeigen, wie die Raumkrimmung allein schon die Tragheitsbahnen
von schnellen Objekten krimmt. Dabei nehmen wir qualitativ gewisse Experimente vorweg, die wir
noch genauer und zum Teil mit vollstdndiger Berechnung im Kapitel | besprechen werden.
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H1 Gravitation und Kriimmung der Raumzeit

Wir zeichnen nochmals ein Raumzeitdiagramm, wie wir es von der SRT her kennen und wie sie im
Kapitel C eingeflihrt worden sind:

Tt
A
3 O
| |
] ]
I |
| |
| |
| |
0ﬁ A B +
Xg

Xg :— Adse
An den Orten xa und xs soll je eine Uhr stationiert sein, in A und B sollen beide Uhren auf null ge-
stellt worden sein. Durch die Projektion der raumzeitlichen Position der Uhren auf die Zeitachse
kdnnen wir spéter jederzeit ermitteln, welche Zeit diese Uhren dort anzeigen. Auf der Zeitachse
kann man fir jedes Objekt die seit dem Start des Vorgangs verstrichene Eigenzeit ablesen.

Nun sei die Gravitation am Ort xs stérker als in xa. Was ist jetzt zu tun, damit am Ort xs, also ent-
lang der Bahn BB’ durch die Raumzeit, die Zeit etwas weniger schnell vergeht als am Ort xa, also
entlang des genau gleich langen Weges AA’ durch die Raumzeit? Epstein zeigt uns die ebenso
einfache wie elegante Losung: Wir brauchen nur die Zeitachse ein wenig von B wegzubiegen, um
die gewuinschte Wirkung zu erzielen!

—

o --—

Objekte, die am Ort xa verweilen, bewegen sich damit auf einem Kreis um Z mit Radius ZO+xa,
entsprechendes gilt fur ortsfeste Objekte in xs. Wichtig ist, dass die beiden Bogenstiicke AA’ und
BB’ genau gleich lang sind. Diese Bogenlénge gibt an, wie lange der Vorgang fir einen Beobachter
im OFF gedauert hat. Die fir A respektive B verstrichene Eigenzeit kénnen wir wieder ablesen,
wenn wir A’ respektive B’ vertikal auf die jetzt kreisfdrmige Zeitachse projizieren. Dazu missen wir
nur A’ und B’ mit Z verbinden. Die Uhr in B’ zeigt offenbar weniger Zeit an als diejenige in A’ !
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Die Krimmung der Zeitachse, also der Kehrwert des Radius ZA = ZA', ist entscheidend dafir, wie
stark der Effekt ist am Ort xa . Diese Krimmung ist abhéngig vom Abstand r vom Zentrum der Zen-
tralmasse. Diese befindet sich rechts von xg, da ja die Gravitation in xg starker ist als in xa . Ist die

Krimmung null, d.h. ist der Radius ZO unendlich gross wie im oberen Epsteindiagramm, so wirkt
keine Gravitation und wir sind zurtick in der SRT.

Wir haben jetzt das Verhalten von ortsgebundenen Objekten in einem Gravitationsfeld beschrieben.
Als Beispiele flr solche Objekte kdnnen Sie sich einen Apfel in den Niederlanden oder einen Tan-
nenzapfen in den Schweizer Alpen vorstellen, die beide fest an ihrem Ast hangen. Was geschieht

aber, wenn die Verbindung zwischen dem Stiel und dem Zweig reisst? Das Epstein-Diagramm halt
auch eine Antwort auf diese Frage bereit:
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Apfel und Zweig befinden sich zum Zeitpunkt null am Ort A der Raumzeit. Genau dann soll die
Verbindung der beiden gekappt werden. Der Zweig bewegt sich wie gehabt ortsfest von A nach C,
wéhrend sich der Apfel tangential vom Kreisbogen AC entfernt und entlang der rot gestrichelten
Linie nach B gelangt ! Fur den frei fallenden Apfel gibt es ja keine Gravitation mehr, fir ihn stellt
sich die Sache eher so dar, dass der Baum von der Erde daran gehindert wird, einer Tragheitsbahn
zu folgen. Nach kurzer Zeit liegt die Distanz Ax zwischen Apfel und Zweig, wobei der Apfel sich in

diejenige Richtung bewegt hat, in der das Massenzentrum liegt. Die Bogenlange AC und die Lénge
der Strecke AB sind dabei wieder genau gleich lang.

Der Zweig Uberstreicht den Bogen AC proportional zur Zeit. Ist er am Ort P auf diesem Bogen, so
ist der Winkel zwischen der Tangenten an den Kreisbogen in P und der roten Linie AB gleich dem
Winkel PZO. Dieser Winkel gibt aber an, wie schnell sich der Apfel momentan vom Zweig entfernt,
bedeutet also nichts anderes als die Relativgeschwindigkeit von Apfel und Zweig. Wir kénnen also
sogar das Fallgesetz von Galilei aus dem Diagramm herauslesen: Unabhangig von der Masse des
Apfels nimmt seine Geschwindigkeit proportional zur verstrichenen Zeit zu. Wir erinnern aber noch-

mals daran, dass dieses Gesetz einen eingeschrénkten Geltungsbereich hat: v soll bei uns immer
viel kleiner als ¢ bleiben !

Der Winkel zwischen zwei Kurven im Raumzeit-Diagramm bedeutet also immer noch eine Relativ-
geschwindigkeit. Genauer: sin(¢p) = v/c | Der maximal mégliche Winkel ist immer noch 90° . Licht
bewegt sich wie gehabt senkrecht zur Zeitachse. Eine quantitative Auswertung dieses Zwischen-
winkels fur den Fall von Apfeln an der Erdoberflache ist aber heikel, wie die Rechnung im Abschnitt

H3 zeigen wird. Vorher wollen wir unsere krummen Raumzeit-Diagramme noch verwenden, um
eine neue Variante des Zwillings-Paradoxons darzustellen.
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H2 Nochmals Zwillinge, die unterschiedlich schnell altern

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte:

un.‘l,v\

Epsteins Zwillinge Peter und Danny wollen endlich nicht mehr gleich alt sein. Da die Zeit in einem
Gravitationsfeld ‘unten’ langsamer lauft als ‘oben’ beschliessen sie beim Tee im ersten Stock, dass
Peter einige Zeit im Estrich verbringen soll, wahrend es sich Danny im Keller gemutlich macht. Im
Punkt A beginnen sie diesen Plan umzusetzen. Die Strecken AB und AB’ sowie CD und C’D’ sind
gleich lang. Sind aber auch die Bogen BC und B’C’ gleich lang, so treffen sich die beiden gleichzei-
tig wieder im ersten Stock, also am Ort von A, D’ und D. Peter ist jetzt wirklich ein bisschen alter als
Danny! Was soll denn aber heissen dass sie sich ‘gleichzeitig’ treffen ? Damit nehmen wir wieder
den Standpunkt eines Beobachters im OFF ein. Fir diesen verstreicht wahrend des ganzen Ex-
perimentes die Zeit AB + BC + CD = AB’+ B’C’ + C’'D’. Fir den roten Peter verstreicht derweil
nur die Projektion des Bogens BC auf die Zeitachse (also das rote At), wahrend fur den blauen
Danny noch weniger Zeit vergangen ist. Fir ihn ist die Projektion von B’C’ auf die Zeitachse mass-
gebend (also das blaue At’).

Haben Sie bemerkt, dass Peter und Danny sehr flink waren beim Treppensteigen? Wie schnell
haben sie sich dabei bewegt ? Nun, die ganze Geschichte wiirde auch funktionieren, wenn sie es
etwas gemdtlicher ndhmen. Die Zeichnung wirde aber dadurch erheblich komplizierter.

es git e bueb mit name fritz, es git e bueb mit name fritz
und da cha renne wi dr blitz, und da cha renne wi dr blitz.

ar rennt, da unerhort athlet, ar rennt, da unerhort athlet
so schnéll, das me ne gar nid gseht, so schnéll, das me ne gar nid gseht.

und wil er geng isch grennt bis jitz, und wil er geng isch grennt bis jitz
het ne no niemer gseh, dr fritz, het ne no niemer gseh, dr fritz.

und ig sogar, dr varslischmid, und ig sogar, dr véarslischmid,
mues zuegéh: vilich gits ne nid, mues zuegéh: vilich gits ne nid.

Text und Lied von Mani Matter [46-41]

( Fritz wird ein Opfer von Ockham’s Rasiermesser ! Siehe Aufgabe 1 in H7)
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H3 Eine quantitative Betrachtung

Wie tief fallt ein Apfel aus anfanglicher Ruhe in einer Sekunde ? Setzt man fir g den gerundeten
Wert 10 ein, so erhalten wir aus Ah = 0.5-g-At? eine Fallstrecke von 5 m. Eine Sekunde Zeit ent-
spricht aber in einem massstablichen Diagramm einer Lange von 300°000°'000 m ! Gehért zu einer
Sekunde im Diagram eine Streckenlénge von 3 cm, so gehort zu einer Strecke von 5 m im Dia-
gramm eine Linie der L&nge 0.5 Nanometer, das sind gerade mal einige Atomdurchmesser.

Rechnen wir aus, wie gross der Radius der Zeitachse respektive wie klein deren Krimmung ist,
wenn das Raumzeit-Diagramm zur Stérke des Gravitationsfeldes an der Erdoberflache passen soll:

20t ax=5m
/ .
P
I \
I \\
AT‘ 4s i 1"1‘
| \
| ‘u
'\
‘.
Vg S LS e T g B S
3 [0 T 1y fdse

Wir setzen alle Strecken im Raumzeit-Diagramm in Metern ein. Die Kathete OP im rechtwinkligen
Dreieck ZOP hat dann in guter Naherung die Lange c-1s = 3-108 m (das Resultat wird zeigen, das
diese Naherung sogar extrem gut ist ...). Der ‘Pythagoras’ liefert nun

ZP2 = 702 + OP2 ; (ZO+5)2 = ZO2 + (3-108)2 ; ZO2+2Z05+52 = Z0O2? + 9-1016
10-Z0 = 910" - 25 ; ZO = 9-10'5 - 25 und somit Z0 = 9-10'5

Wenn die Krimmung der Zeitachse zur Starke der Gravitation an der Erdoberflache passen soll,
dann muss der Radius ZO also 9-10'> m betragen, was ziemlich genau einem Lichtjahr entspricht!
Zum Vergleich: Der nachste Fixstern liegt etwa 4 Lichtjahre von uns entfernt, die grosse Halbachse
der Plutobahn betragt nur 5.9-10'2 m . Der korrekte Kreisradius ist also immens, und entsprechend
ist die korrekte Krimmung verschwindend klein. Wir haben es wirklich mit einem schwachen Gravi-
tationsfeld zu tun, von blossem Auge kénnten wir die Krimmung gar nicht erkennen.

Es ist aber diese winzige Krimmung der Raumzeit an der Erdoberflache, welche frei bewegliche
Objekte fallen lasst und welche das Treppensteigen so anstrengend macht!
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H4 Das Prinzip der maximalen Eigenzeit

Auf welchem Weg sich auch eine Uhr von
O nach P durch die Raumzeit bewegt - die
Zeit, die dabei auf der Uhr verstreicht, ist
immer OQ. Der rote und der blaue Weg
unterscheiden sich aber dadurch, dass fir
einen in einem Inertialsystem ruhenden
Beobachter unterschiedlich viel Zeit ver-
streicht, wahrend die Uhr ihren Weg von
O nach P macht. Fir den blauen Weg
finden wir diese Zeit schnell, es ist einfach
die Lange der Strecke OP = OA. Da aber
alle immer gleich viel Weg durch die
Raumzeit zuriicklegen, brauchen wir den
roten Weg nur zu strecken und wir finden
dann die dazugehdrige verstrichene Zeit
OB.

Die Eigenzeit OQ, die auf der Uhr verstreicht, ist also unabhéngig vom gewéhlten Weg, nicht aber
der Quotient aus dieser Eigenzeit und der dabei fir einen Inertialbeobachter verstrichenen Koordi-
natenzeit. Der Name “Prinzip der maximalen Eigenzeit” ist hier ein bisschen irrefihrend; was
tatséchlich maximiert wird ist der Quotient AT / At , wenn wir wie Epstein mit T die Eigenzeit und
mit t die Koordinatenzeit bezeichnen. Sie sehen, dass wir die symmetrische Darstellung, die wir fir
die SRT bevorzugt haben, nun aufgeben zugunsten des Inertialbeobachters im OFF, der in der ART
wirklich eine Sonderstellung hat.

Prinzip der maximalen Eigenzeit: Kann man sich kréftefrei von X nach Y durch die Raumzeit
bewegen, so geschieht das entlang einer Bahn, bei welcher fiir den Quotienten AT/ At ein

Maximum resultiert, wobei Ar auf einer mitbewegten Uhr gemessen wird.

In der SRT sind solche Bahnen einfach gerade Strecken. Jeder andere Weg durch die Raumzeit ist
langer und vergréssert damit den Nenner At . Bevor wir nun in einem Beispiel untersuchen, wie
sich die Situation in der ART verhalt, méchte ich noch betonen, dass wir hier nicht fragen, welchen
Weg das Licht von einem Ort A zu einem anderen Ort B durch den Raum nimmt, das machen wir
spater. Hier geht es um Falllinien durch die Raumzeit.

Nun also zum Beispiel:

Welches ist die kraftefreie Bahn, welche von einem Punkt A auf der Erdoberflache 2 Sekunden
spater wieder zum gleichen Ort fiihrt? Es ist ein vertikaler Wurf mit Anfangsgeschwindigkeit 10 m/s.
Wahrend der ersten Sekunde steigt das Objekt auf eine Héhe von 5m und wird dabei immer lang-
samer, in der zweiten Sekunde folgt ein freier Fall aus dieser Hohe zuriick zum Anfangsort. Wir
kennen die Bewegungsgleichungen und die Bahnkurve im Raum:

h(t) = vot-0.5gt2 = 10t-51 und v() = vo—gt = 10-10t
Warum erfillt gerade diese Bewegung das Prinzip der maximalen Eigenzeit, warum ist es nicht

vorteilhafter, einfach am Ort zu verweilen oder aber auf eine H6he von 20 Metern aufzusteigen?
Betrachten wir zuerst das zugehorige Epstein-Diagramm:
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O s = G R e

Die verstrichene Koordinatenzeit ist einfach die Lange des Bogens AB, der Abwurfort legt ja diesen
Weg durch die Raumzeit zurlck. Diesmal ist aufgrund der Fragestellung der Nenner im Term
AT / At konstant; hier geht es wirklich darum, die verstrichene Eigenzeit im Z&hler zu maximieren.
Warum ist dabei der blaue Weg vorteilhafter? Genau: Weiter oben laufen doch die Uhren schneller!
Warum geht man dann aber nicht noch weiter hinauf? Auch klar: Man musste dann so schnell auf-
und wieder absteigen, dass die Zeitdilatation infolge der hohen Geschwindigkeit den Vorteil der
grosseren Hohe mehr als auffressen wirde! ART empfiehlt eine hohe Bahn, SRT empfiehlt
maoglichst kleine Geschwindigkeiten - und der optimale Kompromiss ist unser vertikaler Wurf!

Welchen Zeitzuwachs bringt der vertikale Wurf? Wir haben auf p.111 in G4 schon hergeleitet, wie
der Zeitliberschuss vom Héhenunterschied abhangt:

Ath)-Aty  g-Ah
Aty c2

Diesen Vorsprung pro Zeiteinheit At miissen wir nun fir die ganze Flugzeit von 2 Sekunden auf-
summieren. Das entsprechende Integral ist harmlos:

Das ist die dank dem Hopser zusatzlich verstrichene Eigenzeit in Sekunden. Wir missen dem aber
den Eigenzeitverlust infolge der Geschwindigkeit gegeniberstellen. Dabei gilt nach SRT

1 v2
Ato-\ -2 Ay 2 2 4 2
= .1 = 1- - - -1
Aty )

- -1
2-c2 8-c4

2

[¢ 2-02

Wir kennen v(t) = 10 — 10-t und kénnen also wieder von 0 bis 2 Uber die Zeit t integrieren. Auch
dieses Integral ist ganz harmlos:

2
(10-10-02-dt = 100 (-2t = .. = ‘100-% _ —109

2

2

Y -1
f_z-cz Sl 2.¢ 2.¢2
0 0

o
o ~—n

Der Verlust nach SRT ist damit nur halb so gross wie der Gewinn nach ART, die Gesamtbilanz ist
mit +100 / (3- c2) Sekunden positiv. In der Aufgabe 4 werden Sie angeleitet zu zeigen, dass der
Zuwachs an Eigenzeit gerade auf dieser Parabel am gréssten ist, bei noch héheren Bahnen wéchst
der Verlust infolge der SRT schneller als der Zuwachs dank der ART - und umgekehrt. Die Lésung

von Galilei und Newton entspricht also genau derjenigen Parabel, welche dem Prinzip der maxi-
malen Eigenzeit genugt!
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H5 Epstein-Diagramme - flach oder eingerollt

Bei periodischen Vorgédngen wie zum Beispiel dem Auf- und Abschwingen eines Federpendels im
Gravitationsfeld oder dem etwas fiktiven freien Fall durch einen Tunnel, der die ganze Erde
durchquert, gelangt das sich bewegende Objekt immer wieder an denselben Ort. Solche Vorgénge
lassen sich sehr schén in der eingerollten Variante der Epstein-Diagramme darstellen:

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein
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Das ist die Situation ohne Gravitation, wir sind ausschliesslich im Reich der SRT. Was erhélt man
denn, wenn man die gekrimmten Diagramme vom Abschnitt H1 einrollt? Genau, einen Lampen-
schirm oder - etwas gelehrter gesagt - einen Kegelstumpf:

o
~
c
7]
&
w

/\ Eigenzeit

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

In seinen Grafiken [10-181ff] deutet Epstein gelegentlich durch Glaser oder Sonnenschirme an, in
welcher Richtung es ‘nach unten’ geht im Gravitationsfeld (alle Grafiken in diesem Abschnitt sind
mit freundlicher Genehmigung durch den Verlag dem Kapitel 10 seines Buches enthnommen). Man
sieht wieder schon, dass ein Objekt, welches nicht durch Kréfte an seinem Ort festgehalten wird,
sich geradlinig durch die Raumzeit bewegt und dadurch nach ‘unten’ fallt. Der Winkel ¢p zwischen
dieser ‘Fall-Linie’ und den Kreisen auf der Kegeloberflache, die jetzt zu einem fixen Ort gehéren
und deren Mittelpunkt auf der Symmetrieachse des Kegels liegen, dieser Winkel also wird immer
grosser. Es gilt aber immer noch sin(¢p ) = v/c . Das bedeutet gerade, dass die Relativgeschwin-
digkeit zwischen ortsfesten Punkten und dem frei fallenden Objekt immer grésser wird - genau wie
wir das auf p.119 schon einmal ausgefiihrt haben.
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Betrachten wir noch die Bahnen von verschie-
den schnellen Objekten in der gravitationslosen
Raumzeit. Die plane Darstellung ist uns vertraut:
o ruht im Koordinatennullpunkt, a ist schon recht
schnell, b ist noch schneller, und wie ¢ beneh-
men sich unsere Lichtteilchen.

Fur alle vier Geschwindigkeiten ist rechts darge- ¢

stellt, wie das in der eingerollten Variante aus-
sieht. Wir erhalten vier schone, einfache Bahnen
auf einer Zylinderoberflache.

Wir kénnten jetzt studieren, wie sich das in einem homogenen Gravitationsfeld prasentiert, wo g
und damit die Krimmung der Raumzeit konstant sind. Eine solche Lampenschirm-Welt ist zwar
schon eine gute Darstellung der lokalen Situation in einem bestimmten Abstand vom Zentrum der
felderzeugenden Masse. Grossrdumige Bewegungen lassen sich damit aber nicht darstellen!

Welches ist denn der Rotationskérper, wenn die Krimmung mit zunehmender Anndherung an die
Erdoberflache immer starker wird - oder, in anderer Sprechweise, wenn ein Umlauf an Ort immer

mehr Eigenzeit beansprucht? Die Antwort ist: Etwas, das aussieht wie der Trichter einer Posaune
oder eines Horrohrs. Epstein nennt diesen Korper ein Horn:

/ .
| '
Horn I Horn ]
| \

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Es ist hier je ein grosser Aussschnitt der x-Achse auf beiden Seiten der Erde zusammen mit der
eingerollten Zeitachse dargestellt. In der Licke dazwischen muss die Situation im Erdinnern
dargestellt werden. Dort nimmt aber die Gravitation (und damit die Krimmung) bis zur Erdmitte
linear ab. Daher muss zwischen die beiden Horner eine Kugel mit abgetrennten Polkappen einge-
passt werden.
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Q Horn ' Horn

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Das ‘Fass’ in der Mitte ist also eigentlich aus einer Kugel herausgeschnitten, wie wir gleich noch
beweisen werden. Stellen Sie sich jetzt einen zylindrischen Tunnel von der Schweiz genau durch
die Erdmitte etwa nach Neuseeland vor. Die Tunnelachse ist identisch mit unserer x-Achse, der
Nullpunkt ist identisch mit dem Mittelpunkt der Erde. Wir kbnnen nun von jedem Punkt der x-Achse
ein Objekt mit oder ohne Anfangsgeschwindigkeit auf eine Reise durch die Erde entlang der x-
Achse schicken.

Objekte, die innerhalb der Erde fallengelassen werden, schwingen genau wie ein Federpendel hin
und her um den Mittelpunkt der Erde. Im Erdinnern erflllt ja die Gravitationskraft das Hooke’sche
Gesetz: F = -k-Ax . Daher ist - wie beim Federpendel auch - die Schwingungsdauer unabhéangig
von der anfanglichen Auslenkung aus der Ruhelage, die geschlossenen Bahnen in unserer einge-
rollten Raumzeit missen daher gleich lang sein, unabhéngig von der gewé&hlten Anfangsgeschwin-
digkeit! Dies ist genau dann erfullt, wenn das ‘Fass’ zwischen den beiden Hornern ein Ausschnitt
aus einer Kugel ist! Die ‘geradlinigen’ Bahnen, die ja zum freien Fallen gehoren, sind nur auf einer
Kugeloberflache immer geschlossen und haben auch noch in allen Féllen dieselbe Lange pro Um-
lauf:

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Wirft man ein Objekt aber mit vo > 0 in diesen Tunnel, so gelangt es Uber das kugelférmige Gebiet
hinaus und es wird etwas mehr Eigenzeit verstreichen pro Umlauf als beim Pendeln innerhalb der
Erde (Skizze unten links). Ist die Anfangsgeschwindigkeit gar grésser als die Fluchtgeschwindigkeit
von etwa 11.2 km/s, so entschwindet das Objekt auf Nimmerwiedersehen (Skizze unten rechts):

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Soviel zur Krimmung der Raumzeit als Ursache von Effekten, fir die wir in der Newton’schen
Physik Kréafte verantwortlich machen. Das ist aber erst die halbe Geschichte: Auch die Metrik des
Raumes allein ist ja verzerrt. Die Auswirkungen davon studieren wir - wieder mit Epstein - im
nachsten Abschnitt.

Interaktiv kdnnen Sie genau das studieren unter dem folgenden Weblink:
http://www.relativity.li/uploads/flash/gravitation.swf
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H6 Gravitation und Krimmung des Raumes

Wir haben in G4 auf p.109 schon gesehen, dass die Metrik des Raumes in der Né&he einer
gravitierenden Masse nicht mehr den Gesetzen von Euklid gehorcht. So ist zum Beispiel der mit
lokalen Massstaben gemessene Durchmesser der Erde etwas grosser als der Erdumfang geteilt
durch die Kreiszahl it. Der Effekt ist in einem schwachen Gravitationsfeld wie demjenigen der Erde
wieder sehr klein, in der Umgebung der Sonne ist er aber heute experimentell leicht nachzuweisen.

Betrachten Sie nochmals die lllustration auf p.109. Mit der Delle oder, Epstein zuliebe, mit einer
Beule kann man das Verhalten dieser Metrik in einer zusatzlichen Dimension, die nichts mit der z-
Richtung zu tun hat, gut sichtbar machen. Epstein gibt in [10-207ff] ausfuhrliche Anweisungen, wie
man sich ein Modell einer solchen Ebene durch den Mittelpunkt der Sonne (also der Ekliptik) selber
basteln kann. Die kontinuierlichen Anderungen der Krimmung werden dabei der Einfachheit halber
ignoriert, die ganze Beule wird durch einen Kegel dargestellt:

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Dieses einfache Modell zeigt qualitativ schon alle Effekte, welche nach der ART ihre Ursache in der
nichteuklidischen Metrik des Raumes haben.

Ich traue dem Leser und sowieso der Leserin durchaus zu, einen solchen Kegel ohne zusétzliche
Anleitung selber zu basteln. Zu beachten ist, dass es spéter einfach sein muss, den Kegelmantel
zu ‘6ffnen’ und in die Tischebene abzuwickeln und nachher wieder zum Kegel aufzurichten. Also
eher die milchige Sorte Scotch Klebbander verwenden und nicht die glasklare ...

Auf der folgenden Seite kénnen wir mit einem solchen Modell - immer der Vorlage [10-207ff] von
Epstein folgend - erkennen, welchen Effekt eine solche Raumbeule auf den Weg eines Lichtstrahls
hat. Weitere schéne Anwendungen folgen noch im Abschnitt I. Es ist wirklich genial, mit welch ein-
fachen Mitteln Epstein die Auswirkungen der Raumkrimmung korrekt und klar zeigen kann!
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Ein Lichtstrahl n&hert sich unserer Raumbeule. Welchem Weg
wird er folgen, wenn er in den Bereich der nicht-euklidischen
Metrik gerat ?

Den Ubergang von der Zeichenebene auf den Kegelmantel
schaffen wir elegant: Erinnern Sie sich daran, dass die Beule
eigentlich sanft aus der Ebene ansteigen sollte und dass es
diese Kante also gar nicht gibt! Driicken Sie den Kegelmantel
lokal einfach ein bisschen flach (gestrichelter Kreis) und verlén-
gern Sie den Strahl gradlinig in den gestrichelten Kreis hinein.

Der Lichtstrahl wird sich weiterhin ‘gradlinig’ ausbreiten. Was
heisst das aber auf dem Kegelmantel? Sie kénnen das leicht
umsetzen, wenn Sie den Kegelmantel in die Zeichenebene ab-
wickeln. Verlangern Sie dann das kleine, gerade Stiick, das Sie
innerhalb des gestrichelten Kreises schon auf dem Kegelmantel
haben, bis der Lichtstrahl den Kegelmantel wieder verlasst.

Richten Sie den Kegel wieder in seiner 3d-Gestalt auf. Stellen
Sie ihn an genau dieselbe Position, die er im Bild 2 schon inne-
hatte. Damit haben wir - von oben betrachtet - die Verhéltnisse
der verzerrten Raumgeometrie in der Umgebung einer grossen
Masse hergestellt. Wir sehen jetzt, welchen Weg der Lichtstrahl
um das Zentrum dieser Masse einschlégt.

Genau gleich wie beim Schritt 2 kénnen wir jetzt den weiteren
Strahlengang konstruieren. Den Kegel im gestrichelten Kreis
flachdriicken, dann das gerade Stick am Kegelrand in die
Ebene hinaus verldngern - fertig!

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein
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Lichtteilchen fallen in einem Gravitationsfeld (wie alles andere) schon wegen der Krimmung der
Raumzeit in Richtung des Massenzentrums. Da dieses Fallen unabhéngig ist von der Masse des
fallenden Teilchens, konnte man diesen Effekt bereits berechnen, bevor man wusste, welche trage
Masse die Lichtteilchen haben. Der 27-jahrige Johan Soldner hat 1803 einen Aufsatz vorgelegt, in
welchem er aufgrund von Newtons Theorie die Ablenkung eines Lichtstrahls berechnete, der knapp
am Sonnenrand vorbei lauft. Das Ergebnis seiner Rechnung war ein Winkel von 0.875 Bogen-
sekunden. Genau diesen Wert erhielt Einstein auch, als er 1911 seine noch etwas unausgegorene
neue Theorie testete. 1916 lieferte die ‘fertige’ ART aber eine Prognose von 1.75 Bogensekunden,
also den doppelten Wert. Dieser Winkel war nun auch so gross, dass die Chance bestand, ihn
anlasslich einer Sonnenfinsterniss auf einer Fotographie der Sterne in Sonnennahe deutlich aus-
messen zu kénnen. Genau dies ist dann 1919 zwei Exkursionen unter der Leitung des ‘royal as-
tronomers’ Arthur Stanley Eddington auch gelungen.

Es war der Teil der Raumkrimmung, der in der Theorie von 1911 noch gefehlt hat. Beide Krim-
mungen (Raum-Zeit und Raum-Raum) wirken etwa zu selben Teilen und verdoppeln insgesamt den
Effekt. Damit entstand auch eine Differenz zur Newton’schen Theorie, welche einen Entscheid zu-
gunsten der ART und gegen Newton durch ein Experiment ermdglichte. Zwei Theorien mégen ja
noch so unterschiedlich aufgebaut sein - wenn sie fir alle Erscheinungen dieselben Prognosen
machen, lasst sich mit einem Experiment nicht entscheiden, welcher man den Vorzug geben soll.
Grundsaétzlich kénnen Experimente eine Theorie ja nur wiederlegen, aber nie beweisen.

Es gibt jedoch einen bemerkenswerten Unterschied zwischen der Krimmung der Raumzeit und
derjenigen des Raumes: Die Raumkrimmung wirkt nur auf Objekte, welche sich durch den Raum
bewegen, sie hat keinerlei Einfluss auf Objekte, deren Geschwindigkeit null ist! Insbesondere kann
die Raumkrimmung nicht bewirken, dass ein Objekt zu fallen beginnt. Wenn es aber einmal fallt,
dann nimmt sie Einfluss auf seine Bahn. Dass der Apfel aber Uberhaupt zu fallen beginnt ist allein
der Krimmung der Raumzeit zuzuschreiben.

Epstein bietet auch dazu eine interessante Analogie [10-210, Fussnote]: Es ist wie bei der Wirkung
von elektrischen und magnetischen Feldern auf geladene Teilchen. Die Coulombkraft ist da und
wirkt, unabhéngig von der Geschwindigkeit des Teilchens. Das Magnetfeld hat aber keine Wirkung
auf eine ruhende Ladung, die Lorentzkraft ist ja proportional zur Geschwindigkeit. Hier hort die
Analogie leider auf zu funktionieren: Die Auswirkung der Raumkrimmung auf Bahnen von fallen-
den Objekten hangt nicht von deren Geschwindigkeit ab, wichtig ist nur, dass sie Uberhaupt eine
Bahn durch den Raum einschlagen. Die Geschwindigkeit hat aber einen grossen Einfluss darauf,
wie lange die Kruimmung der Raumzeit wirken kann. Da passt die Analogie wieder, das ist ja bei
einem geladenen Teilchen in einem elektrischen Feld genauso.

Sollte man nun diese Analogie in einer spateren Auflage (ich mache einen Scherz ...) ganz weglas-
sen, weil sie nicht perfekt ist ?

“Wenn ein Kéfer an einem gekrimmten Ast entlang kriecht, merkt er nicht, dass der Ast
krumm ist. Ich hatte das Gllck zu bemerken, was der Kéfer nicht bemerkt hat.”

Einstein versuchte so seinem 9-jéhrigen Sohn Eduard zu erklaren, warum er so beriihmt sei.
[32-43]
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H7 Aufgaben und Anregungen

10.

11.

12.

Lesen Sie bei Wikipedia, was man unter ‘occam’s razor’ oder ‘Ockham’s Rasiermesser’ ver-
steht. Denken Sie dann an den Ather, an parallele Universen und an die zusétzlichen 6 bis 8
Dimensionen, welche die modernen Stringtheorien unserer Welt hinzufligen.

Berechnen Sie wie in H3, welchen Krimmungsradius ein Raumzeit-Diagramm hat, welches
die Situation an der Oberflache der Sonne darstellt.

Zeichnen Sie zu den 4 Bahnen, die auf p.126 unten dargestellt sind, die flachen, ungekrimm-
ten Epsteindiagramme, die ein im Nullpunkt ruhender Beobachter dazu anfertigen wiirde.

Berechnen Sie den Eigenzeitgewinn nach ART und den entsprechenden Verlust nach SRT wie
auf p.123 fir eine beliebige Parabel v(t) =k —kt und h(t) = k't — 0.5-k-t2, welche ein Objekt
nach 2 Sekunden wieder zum selben Ort bringt. Leiten Sie dann den Gesamtgewinn nach k ab
und zeigen Sie, das er gerade fir k = g maximal ist!

Bertrand Russell hat fur das ‘Prinzip der maximalen Eigenzeit’ den etwas saloppen Ausdruck
‘principle of cosmic lazyness’ gepragt, also das ‘Prinzip der kosmischen Faulheit’. Inwiefern ist
das gerechtfertigt?

Beschaffen Sie sich irgendwie eine Kugel mit zwei aufgesetzten ‘Hornern’ wie auf p.126
gezeichent (notfalls nehmen Sie einfach zwei Trichter und zwei Réhren). Sie kénnen dann mit
langen, schmalen Papierstreifen (Typ Karneval), die Sie auf dieser Flache abwickeln, die
Raumzeit-Bahnen von unterschiedlich schnellen Objekten bestimmen, die quer durch die Erde
fallen. Was bedeutet dabei die gesamte Lénge des Papierstreifens ?

Lassen Sie im Modell zu 6. auch noch einen Lichtstrahl durch den Tunnel ziehen. Sehen Sie
deutlich, dass er etwas langer braucht, als es ein Beobachter im OFF erwarten wiirde? Das ist
genau der Shapiro-Effekt, den wir in I3 durchrechnen werden.

Schiessen Sie jetzt im Modell zu 6. eine Rakete quer durch die Erde. Im Gegensatz zum Licht
verkirzt sich bei der Rakete die Durchflugzeit dank der Gravitation!

Ein Geflhl fir ‘gerade Linien’ auf krummen Oberflachen (sogenannte ‘Geodaten’) erhalt man
auch, wenn man eine Rolle Verbandstoff zum Beispiel um ein Fussgelenk abwickelt. Welchen
Weg will die Stoffbahn ‘selber’ einschlagen? (Idee zu dieser Aufgabe von Hans Walser)

Lesen Sie die ersten 156 Seiten von [33]. Der amerikanische Titel des Buches ist natirlich viel
beeindruckender: “Black Holes & Time Warps. Einstein’s Outrageous Legacy”

Fir den Weg, den ein Lichtstrahl im Raum nimmt, gilt auch in der ART immer noch das Prinzip
von Fermat! Uberlegen Sie sich, was das flr einen Lichtstrahl bedeutet, der nahe am Sonnen-
rand vorbeiziehen muss.

Geniessen Sie die beiden Blicher von Harald Fritzsch, in denen Newton, Einstein und ein
Berner Physiker der Gegenwart in Dialogform die SRT und die ART darstellen. Newton zeigt
dabei seinen brillianten und kritischen Verstand; er ist zwar bereit, dazuzulernen, aber man
muss ihm gute Argumente dafiir prédsentieren. Einstein ist immer wieder beeindruckt, welchen
Fortschritt die Experimentalphysik gemacht hat; dass die SRT und die ART bis heute nur be-
statigt werden konnten erstaunt ihn aber kein bisschen ... [34] zur SRT und [35] zur ART
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Nach der Bestatigung des von Einstein vorausgesagten Werts der Lichtablenkung am Sonnenrand
durch Eddington wurde Einstein von der Presse praktisch Uber Nacht zu einer Beriihmtheit ersten
Ranges gemacht. Gelegentlich genoss er diese Rolle, meist war sie ihm aber nur Iastig. Er hat das
selber verschiedentlich kommentiert:

Zur Strafe fir meine Autoritatsverachtung hat mich das Schicksal selber zu einer gemacht.
[22-43]

Friher dachte ich nicht daran, dass jedes spontan gedusserte Wort aufgegriffen und fixiert
werden kénnte. Sonst hatte ich mich mehr ins Schneckenhaus verkrochen. [22-48]
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The Spiral Galaxy M66 (NGC 3627)
VLT MELIPAL/YEPUN + FORS1/FORS2

ESO PR Photo 33¢/03 (19 December 2003) © European Southern Observatory



| Experimente zur Allgemeinen
Relativitatstheorie

In diesem Abschnitt werden alte und neuere Beobachtungen und Experimente vorgestellt, welche
innerhalb der Newton’schen Theorie keine Erklarung finden, hingegen von der ART mit grosser
Prazision vorausgesagt werden. Bei einigen dieser Experimente wie der Lichtablenkung am Son-
nenrand, der Laufzeitverz6gerung im Experiment von Shapiro oder den direkten Messungen der
Zeiteffekte mit Atomuhren kénnen wir mit unseren Mitteln den zu erwartenden Effekt in guter Néhe-
rung berechnen. Bei der Periheldrehung des Merkurs kénnen wir wenigstens die Grdsse (oder
besser die Kleinheit) des Effektes abschatzen. Bei gewissen anderen Experimenten missen wir
uns damit zufrieden geben, dass wir verstehen, dass da tUberhaupt ein Effekt zu erwarten ist.

133



11  Die Periheldrehung des Merkur

Zbge ein einziger Planet seine einsame Bahn
um die Sonne, so musste er dies nach Kepler
und Newton exakt auf einer in sich
geschlossenen Ellipse tun. Schon Newton hat
erkannt, dass das im Sonnensystem nicht

mehr der Fall ist, da die Planeten einander
ebenfalls gravitativ beeinflussen. Eine exakte
Lésung nur schon des ‘Dreikdrper-Problems’
konnten aber auch grosse Leute wie Poincaré
nicht finden (er ist dabei aber schon tief in das
Gebiet eingedrungen, welches heute den
Namen ‘Chaostheorie’ tragt). Numerisch-
iterativ lassen sich heute die Bahnen aller
Planeten mit hoher Préazision fur lange Zeit-
rdume berechnen. Es zeigt sich, dass sich die
Apsidenlinien (die Gerade durch den sonnen-
fernsten und den sonnennéchsten Punkt der Bahn) unter dem Einfluss der dusseren Planeten ganz
langsam drehen, und zwar in derselben Richtung, in der die Planeten umlaufen. Daraus resultiert
eine rosettenartige Bahn, wobei der Effekt in der Graphik stark Ubertrieben dargestellt ist. Diese
numerischen Simulationen haben Ubrigens auch gezeigt, dass das Sonnensystem noch tber sehr
lange Zeitrdume stabil bleiben wird [36-315ff].

Dabei klafft allerdings eine kleine Differenz zwischen den errechneten Werten fur diese Periheldre-
hung und denjenigen, welche die beobachtende Astronomie gemessen hat. Die folgende Tabelle
gibt die numerischen Werte in den Einheiten ‘Bogensekunden pro Jahrhundert’ an. Die Unschérfe
der eingetragenen Werte kann der Spalte ‘Differenz’ enthommen werden:

Planet n berechnet n beobachtet Differenz Prognose ART
Merkur 532.08 575.19 43.11 £0.45 43.03
Venus 13.2 21.6 84+48 8.6

Erde 1165 1170 5+1.2 3.8

Die Differenz zwischen dem berechneten und dem gemessenen Wert ist insbesondere beim
Merkur so gross, dass sie nach einer Erklarung verlangt. Der franzdsische Astronom Urbain Le
Verrier, der 1845 aus den Bahnstérungen des Planeten Uranus die Existenz und die Position des
neuen Planeten Neptun errechnet hat, postulierte daher 1859 die Existenz eines weiteren Planeten
Vulkan, welcher seine Bahn noch naher bei der Sonne als Merkur ziehen sollte.

Die ART erklart genau diese Differenz zwischen der Rechnung innerhalb der Newton’schen Theorie
und der Beobachtung. Einstein war tberglicklich, als er Ende 1915 ausrechnen konnte, dass seine
neue Theorie fur den Merkur eine zusétzliche Periheldrehung von gerade 43 Bogensekunden pro
Jahrhundert prognostizierte! Er leitete die folgende Formel ab:

RS
a-(1-¢2)
wo A die zusatzliche Drehung pro Umlauf im Bogenmass, Rs der Schwarzschildradius der Sonne,

a die Lange der grossen Halbachse der Planetenbahn und € deren numerische Exzentrizitat be-
deuten.

Ap = 3-7-
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Der Effekt nimmt also mit zunehmendem Abstand a von der Sonne ab und ist bei stark elliptische
Bahnen grésser als bei kreisformigen. Daher dréngt sich Merkur als Kandidat richtig auf. Kleine
Exzentrizititen wie bei der Venus schwachen nicht nur den Effekt, sondern machen es auch
schwer, diese Periheldrehung zu beobachten. Die Werte in der letzten Spalte der Tabelle erhalt
man aus Einsteins Formel, wenn man deren Ergebnis mit der Anzahl Uml&ufe in 100 Jahren multi-
pliziert und das Resultat noch aus dem Bogenmass in Winkelsekunden umrechnet (Aufgabe 1).

Dass dieser Effekt auftreten muss ergibt sich mit Epsteins ‘Raumbeule’ fast von selbst [10-213]:

>

s

>

In der ersten Zeichnung ist der Raum flach und der Planet
zieht seine Ellipsenbahn, allerdings bei Epstein in unkonven-
tioneller Richtung (sonst blickt man immer von Norden auf die
Ekliptik). Soweit die Situation nach Newton.

Nun schneiden wir die Ebene entlang der Apsidenlinie auf.
Den Schnitt fiihren wir vom Aphelium bis zur Sonne.

Wie im Abschnitt H6 besprochen soll sich nun ein Kegel erhe-
ben mit der Spitze in der Sonne. Dazu mussen wir die Gebiete
beidseits des Einschnitts etwas Ubereinander schieben (so
bastelt man eben einen Kegell). Das fuhrt zwangsweise zu
einem Voranschreiten des Apheliums in diejenige Richtung, in
welcher der Planet umlauft!

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein

Erstaunlicherweise ist es aber sogar méglich, aus Epsteins Pappmodell auch die Gréssenordnung
des Ph@nomens herauszuholen. Fast ohne Rechnung kommen wir der Formel erstaunlich nahe, fir
deren Herleitung Einstein sich mit elliptischen Integralen herumschlagen musste.
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Die rote Funktion soll den Querschnitt durch Epsteins ‘Raumbeule’ darstellen. Die Zentralmasse
sitzt im Nullpunkt, und mit zunehmendem Abstand x vom Nullpunkt wird die Raumkrimmung klei-
ner. Wenn unser Planet den mittleren Abstand a von der Zentralmasse hat, kbnnen wir dort die
Raumbeule durch einen Kegel lokal approximieren. Den passenden Neigungswinkel ¢ zwischen
der Mantellinie dieses Epstein-Kegels und der Ebene durch das Zentrum der Zentralmasse kénnen
wir fiir den Ort a des Planeten leicht bestimmen. Es ist cos(p) = Ax(r,*) / Ax(r,r) = 1—-a/a nach
G4. Hat der Kegel eine Mantellinie der Lange 1, so misst sein Grundkreisradius also (1 - a./a ). Wir
schneiden jetzt diesen Kegel entlang einer Mantellinie auf und driicken den Kegelmantel flach:

Wie gross ist der Winkel B des fehlenden Sektors?
B/(2m) ist gleich dem Verhéaltnis der ‘fehlenden’ Bogen-
lange zum ganzen Umfang, also

pB/2m) =[2n—-2n-(1-o/a )] /2n)= 1 - (1—-a/a) = a/a
Wir erhalten damit fir B den Ausdruck

B=(2n)>oa/a =m2-0/a= m Rs/a

Richten wir den Kegel wieder auf, so wird ein Kreis oder
eine Ellipse etwa um diesen Winkel 8 ‘Uberschoben’, 3
gibt also gerade den Winkel an, um welchen die Ap-
sidenlinie pro Umlauf voranschreitet.

Wir erhalten nur ein Drittel des korrekten Wertes (Formel p.134 unten). Das darf uns nicht grémen,
wir haben ja nur den Einfluss der Raumkrimmung bericksichtigt, und auch dies mit sehr be-
scheidenen Mitteln. Von der Gréssenordnung her liegen wir immerhin richtig!
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I2 Die Lichtablenkung im Gravitationsfeld der Sonne

Wir wollen nun dasjenige Experiment durchrechnen, dessen Ausgang Einstein 1919 so berihmt
gemacht hat: Die Lichtablenkung am Sonnenrand. Die Wirkung auf die Offentlichkeit respektive das
Zeitungsgeschrei um dieses Resultat kann eigentlich nur vor dem Hintergrund der soeben beende-
ten Grosskatastrophe des Ersten Weltkrieges verstanden werden (siehe dazu [30-232ff] oder [37-
191ff]). In H6 haben wir schon betont, dass der Ausgang dieses Experimentes fir die ART und ge-
gen die Newton’sche Theorie spricht, welche fir den Ablenkwinkel nur den halben Wert der ART
erwarten lasst.

Wir machen den folgenden Ansatz: Ein Lichtstrahl der Breite Ax soll im Abstand D entlang der y-
Richtung an der Sonne vorbeiziehen. Dabei kommt diejenige Seite des Strahls, welche auf der
Innenbahn n&her bei der Sonne liegt, nach unseren Formeln auf p.113 in G5 ein klein bisschen
langsamer voran als die Aussenseite, weshalb die Wellenfront um einen kleinen Winkel AB abkippt:

y A

-
\

~
__Ql/(llxl
F 3
2
1
| . >
>

1y

/(" H
e/

Die Summe all dieser kleinen Richtungsadnderungen AB werden wir dann von y = +%© bis y = -
aufintegrieren. Dabei setzen wir schon voraus, dass die gesamte Richtungsénderung klein ist. Im
Prinzip ist das die Betrachtungsweise von ‘Gravitation durch Brechung’!

1. Schritt

Wir bestimmen einen brauchbaren Ausdruck fur die infinitesimale Richtungsé&nderung AB :

[c(x+AX,y,%,0) = C(XY,%,¢)] At _C(X+AXY,®,0) - c(XY,%,0)
Ax - Ax

Wir missen das Uber die y-Achse integrieren. Wenn wir schreiben ‘dy = co - dt’ machen wir keinen

Fehler, auch wenn der Lichtstrahl (aus dem OFF betrachtet) nicht ganz mit co vorankommt. Das hat

eigentlich nur zur Folge, dass unsere Zeitscheiben dt nicht alle gleich dick sind. Damit kénnen wir

aber insgesamt schreiben

Ap = tan(Ap) = - At

dc(r,,9)) dt = d(c(r,»,)) 1

d =
P X ax Co

.dy

Wenn wir also die partielle Ableitung der Lichtgeschwindigkeit nach x hétten, dann kénnten wir

unser Integral aufstellen: . .
ac(r,o,)) 1
Biotal = JdB-dy = fQ - -dy

X C
+00 +00 o
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2. Schritt

Wir bestimmen die partielle Ableitung von c(r,,) nach x. Die Rechnung ist etwas mihsam:

i[c(r,oo,cp)] = Li([co-(1—(:~(1+cosz(cp)))} =

X
d a o P |1 1 P
—|1-—=-—-co = “(-a) - —|-+--co = =
o 2/ 1- - % c0s?(q)| = cy-(-a)- |1 Tcos?(q)] cos(9) =
a1 y2 ad r2+y2
Co.(_a).ax[ﬁr?’ = Co‘(—a)'ax[ o r2=x2 +y?
2 .2, .2 2 2
o ~(_a)'i % - ¢, -(_a)'i % - jetzt endlich ableiten
X[ (X" +y7) X[ (x=+y7)
2 +y2)3/2 .2x - (x2+2-y2)-g-(x2+y2)1/2-2x
Co *(~01): 02 +y?)° = durch (x2+y2)05
2 2\ i0y a2 .0.u2Y.
co~(—oc)~(x +y)2x2 32(2x5+2y)x=
(x=+y*)=
c _(_a).2x3+2xy2 - 3x3—6xy2 - ¢ .(_(x).—x3—4xy2 _
o (x2 +y2)25 o (2 +y2)25
o oAy O edxy? N
o (x2+y2)2'5 o (5 re=xs+y
3. Schritt

Wir berechnen das Integral numerisch:

—oo —00

ac(r,og) 1 x3 +4xy? 1
Brota = [ 2029 1 gy [ e Y gy -
o8 +’£ ax Co ;{: ° (X2+y2)2'5 Co

3 2 - g3 2
X HAxyT D" +4Dy
=« f(x2+y2)2'5 dy = «a f(Dz +y2)25

+00 +00

Auf unserem Lichtweg am Sonnenrand vorbei ist ja x = D = konst. = 2.33 Lichtsekunden. Statt von
+00 bis - kdnnen Sie auch z.B. von 2000 bis -2000 Lichtsekunden integrieren (die Erde ist etwa
500 Lichtsekunden weit weg von der Sonne). Dann muss noch beachtet werden, dass auch a in
diesen Einheiten eingesetzt werden muss: a = G-M/c2 = G™*M = 4.9261-10¢ Lichtsekunden !

Lassen Sie den Taschenrechner TI-89 dieses bestimmte Integral berechnen, dann liefert er lhnen
das Ergebnis 8.4571-10-¢ . Das ist die gesamte Ablenkung B im Bogenmass. Rechnen wir noch in
Bogensekunden um, so erhalten wir  8.4571-106 -180-3600 / it = 1.74 Bogensekunden.

Wenn wir Mathematica® mit der doppelten Stellenzahl rechnen lassen erhalten wir praktisch den-
selben Wert, ndmlich 1.7518 Bogensekunden.

In [26-143] findet man fir unser Integral die Stammfunktion ( y/r + (y/r)3) / D . Dass das stimmt
kénnen Sie durch Ableiten prifen! Der Limes von y/r fir y — o ist aber einfach 1. Damit erhalt
man flr die gesamte Ablenkung im Bogenmass die einfache Formel

_ 4GM _ 2R,

B _ 40
total D 02 D D
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Welche experimentellen Daten liegen nun vor, um diese Formel zu testen?

[26-145] prasentiert die Auswertungen von Sternfeldfotographien bei Sonnenfinsternissen bis 1952.
Die Werte liegen zwischen 1.61” und 2.01”, bei Unsicherheiten von 0.10 bis 0.45” (dabei habe ich
die sogenannten ‘Ausreisser’ weggelassen). Das genligt zwar, um der ART den Vorzug zu geben
gegenuber der Newton’schen Theorie, die Unsicherheit ist aber grésser als 10%. Im ‘Telefonbuch’
[27-1105] findet man Daten von Messungen mit Radioteleskopen. Die Sonne wandert - von der
Erde aus gesehen - jedes Jahr am 8. Oktober vor dem Quasar 3C279 vorbei. In dessen Nahe liegt
auch noch der Quasar 3C273, was eine prazise Messung des Winkels zwischen diesen beiden
Objekten gestattet. 1970 konnte so die ART auf dem 5%-Niveau bestétigt werden. Neuere
Messungen mit VLBI (very long baseline interferometry) konnten 1995 die ART mit einer Genauig-
keit von 0.9996 + 0.0017, also auf 1.7 Promille genau bestétigen. 1999 wurde eine Analyse von 2
Mio VLBI-Messungen publiziert, welche auf eine Genauigkeit von 0.99992 + 0.00014 kommen will.
Diese Angaben sind der folgenden Website am 26. Dezember 2006 entnommen worden:

http://relativity.livingreviews.org/open?pubNo=Irr-2001-4&page=node10.html

Die Seite http:/relativity.livingreviews.org, um die sich vor allem Clifford M. Will sehr verdient
gemacht hat, liefert wohl die umfangreichsten und aktuellsten Informationen zur laufenden For-
schung und den experimentellen Prifungen im Bereich ART.

Eine andere Bestétigung dieser Vorhersage der ART kommt von den Daten des ESO-Satelliten
Hipparcos. Dieser hatte die Aufgabe, die Position von 118’000 Sternen (bis zur Grdssenklasse
12.5) hochgenau zu vermessen, damit sie nachher als Referenzsterne gebraucht werden kénnen.
Diese Aufgabe hat er (nach einem sehr ungllcklichen Start, siehe Wikipedia) mit Bravour geldst.
Die Winkelaufldsung der Positionsmessgeréate betrug dabei 0.001 Bogensekunden. Damit konnte
er Uber den ganzen Himmel hinweg die Prognosen der ART mit einer Genauigkeit von etwa 0.3 %
bestatigen. Der Effekt der Lichtablenkung ist ndmlich schon messbar, wenn das Licht im Abstand
einer Astronomischen Einheit, also von 150 Mio km, an der Sonne vorbei zieht! Wenn wir von der
Erde aus in y-Richtung, also in eine Richtung blicken, die senkrecht steht auf dem Verbindungs-
strahl Erde-Sonne, dann hat der Lichtstrahl genau die Halfte der gesamten Ablenkung B schon
erlitten. B =2-Rs/D hat fir D = 1 AE den Wert 0.0081 Bogensekunden, und die Hélfte davon sind
immer noch 4 Milli-Bogensekunden, also das Vierfache der Genauigkeit des Satelliten Hipparcos!

CR. LELUGNET

[
= 'B\G*—BANG HHAESORIE Oswald Huber

NZZ am Sonntag
12. Nov. 2006

=)
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I3 Das Shapiro-Experiment

Ein Lichtstrahl, der nahe bei der Sonne vorbeilauft, &ndert seine Richtung nach 12 kaum. Dagegen
musste doch die Zeit fur das Durchlaufen eines Bahndurchmessers erheblich anwachsen, da das
Licht nach den Formeln auf p.113 in G5 in Sonnennéhe langsamer vorankommt als es ohne Gravi-
tationsfeld der Fall wére. Die Aufgabe 5 von H7 illustriert davon nur die Wirkung der Raumkriim-
mung, einen praktisch gleich grossen Anteil trédgt auch die Krimmung der Raumzeit bei. Es geht
also wieder um einen Effekt, der gut verstanden werden kann unter dem Gesichtspunkt ‘Gravitation
durch Brechung’.

Irwin Shapiro hat 1962 vorgeschlagen, diese Laufzeitverzdge-
\ rung zu messen, indem man einige starke Radio-Signalpulse
zur Venus schickt, wenn sie sich in Opposition zur Erde befin-
det, und dann die Zeit bis zum Eintreffen der (extrem schwa-
Venus chen) reflektierten Signale misst.

Y /

Als 1964 die 120-Fuss-Haystack-Antenne in Westford/USA

8 vom Militdr dem MIT Uberlassen wurde, begann Shapiro mit
seinem Team die Durchfiihrung des Experimentes zu planen.
Dieses fand erstmals vom November 1966 bis zum August
1967 statt. “It would have been nice to prove Einstein wrong”
sagte Shapiro spater. Das war ihm nicht vergdnnt, bis 2006
haben alle Experimente zur Laufzeitverzégerung die ART in-
nerhalb ihrer Messgenauigkeit bestatigt.

\ Shapiro konnte die Ungenauigkeit seiner Messungen von
> anfanglich Gber 3% in den Folgejahren auf unter 1% senken.
\_/ x Neuere Versionen dieses Versuches arbeiten mit Transpon-
\/-.
r\‘?

dern auf Raumsonden. Diese empfangen das Signal von der
Erde und senden es mit einer genau bekannten Verzdgerung
wieder scharf und verstarkt zur Erde zuriick. Mit der Viking-
Marssonde konnten so 1979 die Voraussagen der ART zur
Laufzeitverzdgerung im Gravitationsfeld der Sonne mit einer
Genauigkeit von 0.1% bestatigt werden. 2003 wurde mit der
Raumsonde Cassini eine Genauigkeit von 0.0012% erreicht !

Ein Beobachter im OFF wiirde in der nebenan dargestellten
| Situation Werte von a = -498.67 und b = 370.70 messen (wie in
12 rechnen wir alles in den Einheiten Lichtsekunden, es ist also

‘ Co=1und o= 4.9261:-106 ). Ohne Gravitation wiirde man

a ’/ eine Laufzeit von 2:(b-a) / co = 2:(370.70 + 498.67) / 1 =
e 1738.74 Sekunden erwarten. Wir berechnen im folgenden die

Erde Differenz zu dieser Zeit, die entsteht, weil das Licht in der Nahe
der Sonne etwas langsamer vorankommt.

Mit Gravitation betragt die Laufzeit fir beide Wege (mitco=1!)

b
1

b
- . _ = N 1
T-2 {C(r,w,w) W=z ’{co~(1—(1+cosz(¢))'0t/r)

1
1+COSZ((p))'0t/r

b
dy = 2-
y {1_(

Dieses Integral ist numerisch sehr instabil. Eine Umformung gemass 1/(1-x) = (14+x)/(1-x2) hilft
weiter, weil wir dann im Nenner den sehr kleinen Term x2 streichen kdnnen:
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2,4\, _ 5
. 2.} 1+(1+cos (CP)) ot/r2 d - 2.}‘1+(1+cosz(cp))'a/r~dy _ 2.}1+°‘(1“3CE@))'dy
r
a 1—((1+0082(cp))'a/r) a a

Dies ist die Laufzeit hin und zurlick mit Gravitation. Die Differenz zum erwarteten Wert ohne Gravi-
tation ist damit

b o1 2 b (1+v2 /2 b b
AT = 2.{M.dy - Q.G.{(ﬂ/rr)dy = 2’&'[{:@}’ + {);:'dy

Dieses Integral ist sowohl numerisch als auch Uber eine Stammfunktion gut berechenbar. Fur r ist
dabei die Wurzel aus D2 + y2 einzusetzen. Fur einen Laufweg, der direkt am Sonnenrand vorbei
fuhrt, ist D= 2.33, und mita =-499 und b =371 liefert der Taschenrechner fir die gesamte
‘Verspéatung’ des Signals den Wert AT = 213.3 pys = 0.000°213’3 Sekunden - also einen leicht mess-
baren Wert.

Mithilfe einer Integraltafel oder eines Computer-Algebrasystems findet sich auch eine Stammfunk-
tion:

1 y2 _ ( 52 2)_ y
fiz dy +f\ws dy = 2:Injy++D" +y 7\/@

Setzen wir hier die Integrationsgrenzen ein und verwenden wir die zuséatzlichen Symbole

av ~ Distanz Sonne-Venus , yv ~ y-Koordinate der Venus , yv>0
ae ~ Distanz Sonne-Erde , ye ~ y-Koordinate der Erde , ye <0
v ~ Winkel Sonne-Venus-Erde
@k ~ Winkel Sonne-Erde-Venus

so erhalten wir den folgenden Ausdruck fur die gesamte Laufzeitverzdégerung, der auch fir einen
Strahlengang in grossem Abstand von der Sonne gute Werte liefert:

Die 120-Fuss-Radioantenne des
MIT in Westford/USA, mit welcher
das Shapiro-Experiment 1966/67
erstmals durchgefihrt worden ist.
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In der Oppositionsstellung sind die beiden Winkel ¢e und ¢v sehr klein und wir kdnnen fir den
Cosinus-Wert 1 einsetzen. Das liefert fur diese spezielle Situation die einfachere Formel

AT = 2-a- 2-|n(L':‘E'2) -1-1 = 2-a- 2-|n(4‘a\’72"a5) ~2-In(e)| = 2-a- 2~|n(4'aV7'zaE)
D D e-D

also AT = 4~a-|n(4'a\’7'2a'5)
e-D

Auch diese vereinfachte Formel liefert fir D = 2.33 (Sonnenrand), ac = 499 und av = 371 eine
Laufzeitverzdgerung von 213.3 Mikrosekunden.

Diese Werte AT sind eigentlich flr einen Beobachter im OFF gerechnet. Fur Erdlinge misste man
das noch mit dem Faktor (1 — a/r) = (1 — 4.9:106/ 491) multiplizieren, weil auf der Erde die Uhren
etwas langsamer laufen als im OFF. Diese Korrektur wirkt sich aber erst bei der achten Stelle aus
und kann deshalb einfach weggelassen werden.

Fir die Venus-Opposition vom 25. Januar 1970 liefert mir mein Astronomieprogramm die Werte

D =8.47, ae =491 und av = 363

Setzt man das in unsere Formel ein, so erhalt man eine Laufzeitverz6gerung von 160.4 Mikro-
sekunden. Gemessen wurden von Shapiro jedoch maximal 180 Mikrosekunden. Bart Leplea meint
in einer eMail, dass diese Diskrepanz auf den zusétzlichen Laufweg der effektiv leicht gekrimmten
Bahn zurlckzufihren sei.
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Der Shapiro-Effekt ist auch deshalb interessant, weil er mit zunehmendem Abstand D von der Zen-
tralmasse nur langsam abnimmt. Die Lichtablenkung ist gemass der Formel auf p.138 proportional
zu 1/D. Die Laufzeitverzdgerung ist hingegen im wesentlichen proportional zu 1/In(D), wie wir der
Formel auf p.141 entnehmen kénnen. Im Abstand von 100 Sonnenradien sinkt der Wert der Licht-
ablenkung auf 1%, die Laufzeitverzégerung hat aber dort immer noch eine Starke von 21% des
maximalen Effekts am Sonnenrand. Man spricht daher auch von einem ‘long-range-effect’.
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14 Das Experiment von Rebka und Pound

Wir haben schon auf p.108 in G4 gehort, dass Schwarzschild ab 1913 versucht hat, eine ‘Rotver-
schiebung’ von Absorptionslinien im Spektrum der Sonne nachzuweisen. Einstein hat gehofft, hier
eine erste experimentelle Bestatigung seiner Theorie zu erhalten. Dabei héatte der Nachweis ei-
gentlich gar nicht speziell die ART bestétigt, sondern nur den Energieerhaltungssatz:

Fliegt ein Photon von x1 nach xz, so nimmt seine potentielle
x Energie zu und es muss deshalb ein bisschen von seiner
inneren Energie E:1 = hfy abgeben (mit h wird die
Planck’sche Konstante bezeichnet). Am Ort x> hat es die
kleinere Energie E2 = h-f2 , die Frequenz der Strahlung ist
also etwas kleiner und die Wellenldnge entsprechend der

E? X Formel c =f-A etwas grésser geworden. Die Wellenldnge
verschiebt sich damit in Richtung des roten, langwelligen
Endes des optischen Spektrums, woher der Name ‘Rotver-
1 schiebung’ kommt. Fir einen kleinen Aufstieg des Photons
Ed_ 9 X4 von x1 nach xz gilt
Ay = E1-GM (1_1) ~hy OM (1_1)
c X2 X c X2 X
- h-af (1-1) - h-a-f (X1‘X2)
Xo  Xq Xo * X4
nebst AEgy =-AE = -h-(f-h)
H J.B Setzen wir das zusammen, so erhalten wir
X1 =X
h-tf-f) = h-o-f-|21=22
(fi-f) a1(x2-x1)
oder Af - o X1 —Xo _ GM X1 —Xo
f X2 *Xq c? \xox

Far ganz kleine Hibe an der Erdoberflache 1&sst sich das weiter vereinfachen: Dann ist x1-x2 = rg2,
fir x1—x2 schreiben wir Ax und G-M/rg2 ist einfach die Fallbeschleunigung g an der Erdoberflache.

Damit erhalten wir die Formel
A GM
f c2

rE2 C2

AX) _ 9

Dieses Ergebnis haben wir - mit einer anderen Begriindung - schon einmal auf p.111 in G4 hergele-
itet! Dort haben wir auch ausgerechnet, dass wir bei einem Héhenunterschied Ax von 22.6 Meter
einen Quotienten Af /f im Bereich von 105 haben.

Den beiden amerikanischen Physikern R.V. Pound und G.A. Rebka ist es 1960 gelungen, diesen
winzigen Effekt mit einer Genauigkeit von etwa 10 % experimentell zu messen. 1964 konnten dann
Pound und J.L. Snider die Genauigkeit auf 1% steigern. Sie benutzten dabei die extrem scharfen
Spektrallinien von radioaktiven Kobaltatomen, die dank ihrer Einbettung in ein Kristallgitter von Eis-
enatomen praktisch rickstossfrei emittieren und absorbieren (Stichwort Mossbauer-Effekt). Die
Hohendifferenz von 22.6 Metern genligte, um Quelle und Absorber so zu ‘verstimmen’, dass sie
nicht mehr in Resonanz waren. Mit einer Spindel wurde dann der Absorber so ‘schnell’ (einige Mil-
limeter pro Stunde! — Aufgabe 9) auf die Quelle zu oder von ihr wegbewegt, bis er sich wegen des
Dopplereffektes wieder in Resonanz mit der Quelle befand. Die fur die maximale Resonanz nétige
Vorschubgeschwindigkeit war dann das Mass fiur die Frequenzverschiebung Af !
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I5 Hafele und Keating reisen um die Welt

Etwa um 1960 war die Genauigkeit der Casium-Atomuhren so gross, dass man daran denken
konnte, die Effekte der SRT und der ART mit solchen Uhren direkt zu prifen. Wahrend andere Ex-
perimente mit Satelliten planten, bereiteten J. Hafele und R. Keating in aller Stille die Durch-
fihrung eines derartigen Tests mit gewdhnlichen Linienflugzeugen vor. Im Oktober 1971 flogen sie
- einmal in Ostrichtung und ein zweites Mal in westlicher Richtung - um die Welt. Zusammen mit
den 4 Atomuhren belegten die beiden 4 Platze erster Klasse. Wéhrend des Flugs zeichneten sie
laufend Flughdhe, Fluggeschwindigkeit und Flugrichtung auf.

Die ART verlangt, dass die Uhren in grésserer Héhe schneller laufen als identische Vergleichs-
uhren am Boden. Die SRT verlangt, dass fir ruhende Uhren mehr Zeit verstreicht als fiir bewegte.
Dabei muss man sich aber auf ein Inertialsystem beziehen, und ein solches ist die rotierende Erde
nicht! Die Vergleichsuhren am Boden haben infolge der Erdrotation schon eine erhebliche Ge-
schwindigkeit (wenn sie sich nicht am Nordpol befinden ...). Zu dieser Geschwindigkeit muss beim
Ostflug die Geschwindigkeit des Flugzeuges addiert werden. Beim Westflug muss diese jedoch
subtrahiert werden, was nach aufwendigen Auswertungen zu den folgenden erwarteten Zeit-
unterschieden gegenuber den ‘zuhause gebliebenen’ Uhren fuhrte:

Erwarteter Effekt Ostflug Westflug

ART (Gravitation) +144 £ 14 ns +179 £18 ns
SRT (Geschwindigkeit) -184 +£18 nns +96 +18 ns
Total - 40 +23 ns +275+21ns

Gemessen wurden von Hafele und Keating beim Westflug + 273 + 7 Nanosekunden in schon fast
verdachtig guter Ubereinstimmung mit dem erwarteten Wert. Beim Ostflug tanzte die Uhr mit der
Serienummer 361 mit ihren - 74 Nanosekunden etwas aus der Reihe, die anderen drei Uhren lagen
mit - 51 bis - 57 ns nahe beisammen. Der Mittelwert aller vier Uhren lag bei - 59 + 10 Nanosekun-
den.

Besonders schén an diesem Experiment ist erstens, dass man die Effekte von SRT und ART in
einem gewissen Sinn trennen kann, obwohl eine Uhr ja immer nur die Gesamtwirkung misst.
Zweitens ist es einfach gerissen, wie die beiden mit minimalsten Mitteln den anderen mit ihren auf-
wendigen Satellitenexperimenten die Show gestohlen haben. Das hat auch einige Leute verstimmt;
man kann das Experiment von Hafele und Keating auch ‘ergooglen’, indem man als Suchwort ‘wis-
senschaftliches lausbubenstlck’ eingibt. Diese Redewendung stammt wohl aus [38-24].

Hafele und Keating konnten die Prognosen von ART und SRT mit einer Genauigkeit von etwa 9%
bestéatigen. Eine deutliche Steigerung wurde beim Experiment von Maryland erzielt, welches wir im
nachsten Abschnitt 16 besprechen. Mit einem Raketenflug eines Wasserstoff-Masers, der als Uhr
diente, erreichten R.F.C. Vessot und M.W. Levine nach mehrjahriger Auswertung der Messdaten
1979 ein Endergebnis, welches eine Unsicherheit von + 0.02% aufwies und innerhalb dieser Gren-
zen mit den Vorhersagen von SRT und ART ubereinstimmte. Dieser Raketenflug wird neuerdings
mit ‘Gravity Probe A’ bezeichnet (18). Heute laufen diese Uhrenexperimente sozusagen in der um-
gekehrten Richtung: Man setzt voraus, dass die Atomuhren in den GPS-Satelliten geméass SRT und
ART ‘falsch’ laufen, korrigiert die Zeitsignale entsprechend und errechnet sich aus den prézisen
Bahndaten und den korrigierten Signalen von vier derartigen Satelliten 3d-Positionen nahe der Er-
doberflache auf einige Millimeter genau (17).
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I6 Das Maryland-Experiment

Eine Forschergruppe der Universitdt von Maryland (USA) fuhrte den Versuch von Hafele und
Keating sozusagen serids durch. Anstelle gewdhnlicher Verkehrsflugzeuge auf nicht genau bekann-
ten Kursen wurde ein Flugzeug der US-Navy verwendet, dessen Kurs wéhrend des ganzen Fluges
sehr genau aufgezeichnet wurde. Dieses Flugzeug konnte bis zu 15 Stunden seine Runden drehen
und bis in eine Hohe von 35°000 Fuss aufsteigen. Dabei wurde schon wéhrend des Fluges die Zeit
der drei Atomuhren an Bord mit derjenigen der drei Uhren derselben Bauart am Boden verglichen,
indem sténdig Laserpulse mit einer Pulsbreite von 0.1 ns ausgetauscht wurden. Die drei fliegenden
Uhren wurden sogféltig gegen Erschitterungen, Temperaturschwankungen, Druck-unterschiede
und Einflisse des Magnetfeldes abgeschirmt, und die baubedingten Differenzen zwischen den
beteiligten 6 Atomuhren wurden vor, zwischen und nach den Fliigen genau ausgemessen und
rechnerisch korrigiert.

Nach mehreren Testfligen wurden finf Hauptflige mit einer Flugzeit von je 15 Stunden durch-
gefuhrt und ausgewertet. Die (korrigierten) Uhren gingen vor, zwischen und nach den Fligen alle
gleich schnell, wahrend der Testfllige akkumulierte sich aber eine Gangdifferenz, welche genau den
Erwartungen nach SRT und ART entsprach. Die folgenden Plots stammen vom zweiten der funf
Flige, der am 22. November 1975 stattgefunden hat.

S0 }- PREFLIGHT ~t=—FLIGHT ~to—POST-FLIGHT —=
; I
O ere foile ‘ ": Die mittlere Graphik zeigt mit gespreizter Zeit-
) | # skala eigentlich dasselbe wie die oberste,
Fi zusétzlich sind aber die errechneten Einflisse

;; nach SRT und ART eingezeichnet. Da die Flug-
geschwindigkeit (ausser bei den relativ kurzen
// ‘ Phasen bei Start und Landung) weitgehend kon-
e stant (und mdglichst klein !) gehalten wurde, zeigt
0 20 v %0 o sich der ‘Velocity Effect’ praktisch als Gerade.
disde Beim Einfluss des Gravitationspotentials sieht

man schon beim mittleren Bild deutlich Knickstel-

60 el len. Sie ruhren daher, dass das Flugzeug zuerst
ot 5 Stunden auf 25’000 Fuss Hohe fliegen musste,
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20 | ,:;;55“ —NET EFFECT Nach weiteren 5 Stunden war es dann leicht ge-
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0 C.O. Alley konnte mit seinem Team die Prog-
nosen von SRT und ART insgesamt mit einer
Genauigkeit von etwa 1.6 % bestatigen. Ein
schéner Ubersichtsbericht zu diesem Experiment
stammt von Alley selber [39]. Diesem Bericht sind

auch die Graphiken auf dieser Seite entnommen.
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I7 GPS, LRS und Relativitatstheorie

Die Atomuhren wurden nach ihrer Einflihrung in den 50er Jahren schnell genauer und kleiner. So
ist es 2003 gelungen, eine Rubidium-Atomuhr zu bauen, die noch ein Volumen von 40 cm? ein-
nimmt und eine Leistung von 1 Watt verbraucht, und dies bei einer Ganggenauigkeit von 3-10-12 |
Pierre Thomann vom Observatorium Neuenburg und Gregor Dudle vom Bundesamt fir Metrologie
und Akkreditierung in Bern konnten ebenfalls 2003 die Genauigkeit der Standard-Céasium-Uhren
durch eine spezielle Kiihltechnik um einen weiteren Faktor 40 auf 1-10-15 steigern.

Ab 1958 begann das US-Militér, diese Uhren, die Fortschritte in der Elektronik und die Satelliten-
technik zu einem weltweit funktionierenden Positionserkennungssystem (GPS) zu kombinieren.
Das erste funktionierende System TRANSIT wurde ab 1964 eingesetzt und hatte vor allem die
Funktion, Raketen von U-Booten zu ihrem Ziel zu flhren. Viel bekannter wurde das System
NAVSTAR, welches am 17. Juli 1995 offiziell in Betrieb genommen wurde und auch zivil genutzt
werden kann. 24 Satelliten kreisen auf gut bekannten Bahnen zweimal pro Tag um die Erde und
senden dabei laufend Zeitsignale aus. Kleine und billige Empféanger kénnen aus den winzigen
Laufzeit-Differenzen der Signale von mindestens 4 solcher Satelliten die eigene Position (und die
Zeit ... vier Messwerte bestimmen die vier Unbekannten) auf wenige Meter genau bestimmen. Wir
erinnern uns: 1 Nanosekunde entspricht einem Weg von 30 Zentimetern. Hatte der Empfanger sel-
ber eine hochgenaue Uhr, so wiirden zwei oder drei Satelliten reichen fur eine Ortsbestimmung mit
einer Genauigkeit von wenigen Zentimetern. Die Unschérfe wirde dann vor allem von der nicht
genau bekannten Flugbahn der Satelliten stammen. An diesem Punkt arbeitet eine kleine Gruppe
der Universitat Bern an vorderster Front mit: In Zimmerwald werden Laserpulse zu den eigens fur
diesen Zweck angebrachten Reflektoren an den Satelliten geschickt. Aus der Laufzeit der wenigen
Photonen, die vom reflektierten Signal eingefangen werden kénnen, wird dann die Bahn des Satel-
liten zentimetergenau bestimmt. Diese genauen Bahndaten erlauben es in den folgenden Tagen,
die Signale der GPS-Satelliten mit spezieller Software der Universitat Bern so auszuwerten, dass
die erreichte Genauigkeit fir Vermessungszwecke ausreicht. Auf diese Weise kann man heute die
Faltung der Alpen, die Drift der Kontinente oder die Gezeiten des Festlandes direkt messen ! LRS
(Laser Ranging Systems) gibt es auch in Deutschland, und zwar in Potsdam und im Bayrischen
Wettzell. Diese Bodenstationen arbeiten alle weltweit zusammen ( http://ilrs.gsfc.nasa.gov/ ).

Die ehemalige Sowjetunion hat ebenfalls ein militérisch kontrolliertes Satelliten-Navigationssystem
gebaut (GLONASS). Die Europaische Raumfahrtorgansation ESA ist dabei, ein eigenes, zivil kon-
trolliertes System aufzubauen (GALILEO). Die ersten Satelliten sind bereits im All (der Start durfte
vor allem deshalb nicht weiter verschoben werden, da die ESA sonst die reservierten Frequenz-
bereiche verloren hétte ...). Nebst den Mitgliederstaaten der ESA beteiligen sich auch die VR
China, Indien, Kanada und Israel an diesem Projekt. Die Uhren fir die Galileo-Satelliten sind (ibri-
gens im oben erwdhnten Neuenburger Institut entwickelt worden.

Alle diese satellitengestitzten Navigationssysteme wirden ohne die Berlcksichtigung von SRT und
ART nie funktionieren. Dabei sind sowohl die Korrekturen der SRT als auch diejenigen der ART
keineswegs konstant Uber einen ganzen Erdumlauf, da ja die Bahnen der Satelliten immer leicht
elliptisch sind. Damit schwanken sowohl die Flughéhe als auch die Relativgeschwindigkeit so stark,
dass das fir hochprazise Positionsbestimmungen (auf wenige Millimeter genau) berlcksichtigt
werden muss. Die Einflisse sind genau diejenigen, die wir schon in 15 und 16 besprochen haben.

Da diese Global Positioning Systems alle schon in die www-Zeit fallen, finden Sie dazu eine Fiille

an Beschreibungen und lllustrationen im Netz. Auch das unerléssliche ‘Gegenstiick’, die LRS, sind
im Netz gut dokumentiert. In der Offentlichkeit ist dieser Teil aber viel weniger bekannt.
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Die unscheinbare Anlage des astronomischen Instituts der Universitat Bern in Zimmerwald.
Weblink: http://www.aiub.unibe.ch/sIr.html (Jan 2007)

Das Herz der Anlage in Zimmerwald: Ein Laser, der zehn sehr intensive und scharfe Pulse pro
Sekunde liefert, die dann Uber ein kleines Teleskop (siehe oberes Bild) zum Reflektor auf einem
Satelliten geschickt werden. Dazu muss die ungeféhre Position des Satelliten natirlich schon
bekannt sein. Diejenigen Photonen, die innerhalb des richtigen engen Zeitfensters eintreffen und
auch noch die richtige Wellenlange haben, werden als reflektiertes Signal erkannt und dienen zur
Bestimmung der Laufzeit mit einer Genauigkeit im Bereich von 0.1 Nanosekunden.

(beide Bilder auf dieser Seite sind handgeknipst vom Autor)
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I8 Der Einstein-Thirring-Lense-Effekt

Newtons Versuch mit dem aufgehdngten Wassereimer scheint ja zu zeigen, dass das Wasser im
Eimer weiss, ob es rotiert oder nicht. Ernst Mach hat 1883 Newtons Folgerung, dass ein absoluter
Raum existiere, kritisiert und verlangt, dass rotierende Massen Inertialsysteme in ihrer N&he beein-
flussen missten. Die beiden 6sterreichischen Physiker Hans Thirring und Joseph Lense haben
1918 gezeigt, dass Einsteins ART dieses Problem I6st: Rotierende Massen ziehen die Metrik der
Raumzeit ein bisschen mit, verdrillen diese ein wenig oder erzeugen im Extremfall eine wirbeléhnli-
che Struktur in der Raumzeit. Ein aus dem OFF frei fallendes Objekt bewegt sich daher nicht mehr
‘geradlinig’ auf das Zentrum einer kugelférmigen Zentralmasse zu, wenn diese rotiert:

' OFF'

Dieses ‘Mitziehen’ des Raumes (englischer Suchbegriff ‘frame dragging’) misste sich bei einem
Satelliten, der die Erde auf einer polaren Bahn umrundet, in einer kleinen Drehung der Bahnebene
bemerkbar machen:
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nach Newton nach Einstein-Thirring-Lense

(Diese Graphik ist der ausgezeichneten Prasentation von Franz Embacher zum Thirring-
Lense-Effekt entnommen, die bei http://homepage.univie.ac.at/Franz.Embacher/Rel/
heruntergeladen werden kann. Diese Seite ist ohnehin eine wahre Schatzkammer !)

Im Oktober 2004 haben |. Ciufolini und E.C. Pavlis von der Universitat Lecce ihre Analyse [40] der
Bahndaten zweier Satelliten (LAGEOS und LAGEOS 2) vorgelegt. Diese Satelliten wurden eigens
als Zielobjekte firs Laser Ranging (siehe 17) gestartet. Aus den Schwankungen und Unregelmés-
sigkeiten in den Bahnen haben die Geologen viele Informationen Uber die Feinstruktur des Gravita-
tionsfeldes resp. Uber die Dichteverteilung im Erdinnern gewonnen. Ciufolini und Pavlis haben mit
enormem Aufwand versucht, alle anderen Einfliisse auf die Bahnen dieser Satelliten (zum Beispiel
den Strahlungsdruck der Sonne !) rechnerisch zu eliminieren, um schliesslich die winzigen 31 Milli-
Bogensekunden pro Jahr des Thirring-Lense-Effekies zu isolieren. Sie meinen, dass ihnen dies mit
einer Genauigkeit von etwa + 10% gelungen sei.
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Wissenschaftler der NASA und der Stanford University wollten diesen Effekt mit dem Satelliten
‘Gravity Probe B’ mit einer anderen Methode auf 1% genau messen. Sie finden ausfihrliche Infor-
mationen dazu im Internet; es ist faszinierend, wie dieses Experiment wieder einmal die Grenzen
des technisch Machbaren auszuloten versuchte!

Gravity Probe B arbeitete mit vier Kreiseln aus hochprézise geschliffenen Quarzkugeln. Die An-
derungen der Rotationsachsen wurden relativ zum Satelliten bestimmt. Dieser wurde mit einem
kleinen Teleskop so stabil wie méglich auf den Stern HR 8703 im Sternbild Pegasus ausgerichtet,
dessen Eigenbewegung sehr gut bekannt ist. Dabei sollten gleichzeitig zwei Effekte gemessen
werden:

1. Der ‘geodatische’ Effekt, den wir in 11 als Periheldrehung vor allem beim Merkur kennengelernt
haben. Er besteht in einem Abkippen der Kreiselachse in der Bahnebene und sollte etwa 6.6
Bogensekunden betragen. Die Messgenauigkeit von Gravity Probe B sollte hier besser als
0.01% sein.

2. Der Thirring-Lense-Effekt, der ein Abkippen der Kreiselachse senkrecht zur Bahnebene bewirkt
und etwa 0.041 Bogensekunden betragen sollte. Dieser Effekt hatte mit einer Genauigkeit von
etwa 1% gemessen werden sollen.

Das Experiment muss leider als gescheitert bezeichnet werden. Elektrostatische Aufladungen beim
‘Anblasen’ der Gyroskop-Kugeln haben die Messwerte derart verrauscht, dass der vor allem inter-
essierende Punkt 2 nur sehr vage gemessen werden konnte. Ware Einsteins ART auf dem 1%-
Niveau bestatigt worden, so hatte das das Ende einiger konkurrierender Theorien bedeutet.

Den geodatischen Effekt kbnnen wir mit Epstein [10-214f] schon illustrieren. Wir wiederholen ein-
fach die Idee von p.135 und zeichnen zuséatzlich Kreiselachsen ein. Links haben wir Newtons
‘flache’ Welt, in welcher die Kreiselachse ihre Richtung absolut beibehélt, im gekrimmten Raum
der ART rechts ist die Kreiselachse nach einem Umlauf um einen kleinen Winkel abgekippt:

R

Copyright © Insight Press, Lewis Carroll Epstein \
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19 Gravitationswellen

Problematisch an Newtons Gravitationstheorie ist ja insbesondere auch die sofortige Ausbreitung
des Gravitationsfeldes. Verschieben wir eine Masse schnell um ein paar Meter, dann ist die ent-
sprechende Auswirkung sofort Uberall in der ganzen Milchstrasse vorhanden. In Newtons Kraftge-
setz taucht ja die Zeit gar nicht auf! Verschieben wir eine Masse periodisch hin und her, so erzeugt
das in beliebigen Distanzen sofort Kréfte, die eine kleine Probemasse zu Schwingungen anregen.
Mit einer Anderung des Gravitationsfeldes ist also eine instantane Energie- und Informationsiber-
tragung verbunden. Das Kausalitatsprinzip und die SRT setzen aber jeder Informationstbertragung
mit der Lichtgeschwindigkeit eine obere Grenze.

Einstein hat 1918 gezeigt,
dass sich Anderungen in
Massenverteilungen und
damit deren Auswirkungen
auf die Struktur der Raumzeit
geméass ART gerade mit
Lichtgeschwindigkeit ausbrei-
ten. Zwei schnell umeinander
kreisende massereiche Ob-
jekte sollten demnach Gravi-
tationswellen aussenden, die
sich mit ¢ durch den Raum
fortpflanzen.

Diese Visualisierung einer
Gravitationswelle stammt von
der Seite

http://lisa.jpl.nasa.gov/gallery/

Allerdings sind die Wirkungen dieser ‘Stérungen’ in der Struktur der Raumzeit auch bei den inten-
sivsten Quellen ausserordentlich klein. 1987 wurde in der Grossen Magellan’schen Wolke, einer
kleinen Begleitgalaxie unserer Milchstrasse, die Explosion einer Supernova beobachtet (die Explo-
sion hat aber schon 160’000 Jahre friher stattgefunden ...). Der ‘Gravitationswellenblitz’ musste
damals hundertmal so intensiv gewesen sein wie die Strahlungsleistung der Sonne auf der Erde.
Dennoch hat das nur gereicht, um die Distanz Erde-Sonne um einige Atomdurchmesser grésser
und kleiner werden zu lassen! Die Ladngen&nderungen in den viel klrzeren ‘Armen’ der existieren-
den Detektoren fiir solche Signale (300 m bei TAMA300, 600 m bei GEO600, 3 km bei VIRGO und
4 km bei LIGO) sind entsprechend kleiner. Es ist noch nicht erwiesen, dass mit diesen Anlagen
Uberhaupt solche Effekte nachgewiesen werden kénnen. Seit Anfang 2006 wartet man auf die er-
sten Signale. Dabei ist man auf die Zusammenarbeit mehrerer Detektoren angewiesen: In dem
enormen Grundrauschen hat man erst dann mit einiger Sicherheit ein Signal gefunden, wenn es
gleichzeitig von mehreren, weit auseinanderliegenden Detektoren registriert worden ist.

Grossere Chancen, je ein Signal zu registrieren, haben satellitengestiitzte Projekte wie LISA, da
die Empfanger kaum mehr terrestrischen Stérungen ausgesetzt sind und da die Armlangen der
Detektoren Zehntausende von Kilometern betragen kénnen. Weitere Informationen dazu findet
man auf der oben erwdhnten Web-Adresse.
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Die erdgebundenen Detektoren weisen alle zwei zueinander senkrecht stehende Arme auf. Gravi-
tationswellen sind namlich Quadrupol-Wellen: Fallt eine solche Welle senkrecht auf diese Blatt-
ebene ein, so wirkt sie auf 8 kreisférmig angeordnete frei fallende Testmassen wie oben gezeigt.
Zuerst wird der Raum in einer Richtung gestaucht und in der senkrecht dazu stehenden gestreckt,
dann erfolgt dasselbe mit vertauschten Richtungen. Die Metrik der Raumzeit ‘wabbert’ also ein
bisschen. Das bewirkt, dass die Laufzeiten der aufgeteilten Hélften des Laserstrahls in den beiden
Armen des Interferometers flr eine kurze Zeit bei feststehenden Spiegeln schwanken. Daher soll-
ten sich die beiden Teilstrahlen nach der Wiedervereinigung nicht mehr per Interferenz permanent
ausloschen (so die Voreinstellung); sondern es sollte ein kurzzeitiges Aufflackern sichtbar werden.

Es ist durchaus mdglich, dass morgen schon zum ersten Mal eine Gravitationswelle eindeutig und
direkt nachgewiesen wird. Dazu gehdrt auch eine Portion Gliick, Supernovaexplosionen ereignen
sich namlich auch in einer grosseren Galaxie wie der unsrigen nicht alle Tage. Die letzten beiden
wurden von Tycho Brahe (1574) und Johannes Kepler (1604) entdeckt und haben der Idee der
Unveranderlichkeit der Fixsternsphére den Todesstoss versetzt.

Es gibt allerdings schon langer eine
sehr préazise indirekte Bestétigung der
Einstein’schen Gravitationswellen. Seit
mehr als 30 Jahren wird das System e
B1913+16 von den Astronomen ver- .
messen. Zwei Neutronenterne von
etwa 1.5 Sonnenmassen und einem
Durchmesser von 20 km (!) umkreisen
einander wie auf dem Bild auf der ge-
genlberliegenden Seite. Ein Umlauf
dauert dabei weniger als 8 Stunden.
Da dieses System Energie in Form
von Gravitationswellen abstrahlt,
mussen sich die beiden Komponenten
immer ndher kommen. Die Umlaufs-
zeit wird daher immer kurzer. Diese
Umlaufzeit kann nun sehr genau ge-
messen werden, da einer der beiden
ultrascharfe Radiopulse abstrahlt. Die
Abnahme der Umlaufszeit von
0.000’076’5 Sekunden pro Jahr be-
statigt die Prognose der ART mit einer
Unsicherheit von 0.2%. 1993 haben R. - ,

Hulse und J. Taylor fiir die Entdeckung "7 1975 1980 1985 1990 1995 2000
und die Analyse dieses (unechten) Year

Doppelpulsars den Nobelpreis fur

Physik erhalten.
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Ganz aktuelle Ergebnisse zu diesem Thema werden in [44] vorgestellt. Die Daten konnten dort
anhand eines echten Doppelpulsars gewonnen werden, d.h. beide Komponenten des Doppelsys-
tems strahlen als Pulsare Radioimpulse ab.
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110 Aufgaben und Anregungen

10.

11.

12.

13.

Prifen Sie die Zahlen in der letzten Spalte der Tabelle p.134, in dem Sie die entsprechenden
Werte in Einsteins Formel (auf derselben Seite) einsetzen.

Prifen Sie die numerischen Behauptungen in den letzten Textzeilen zum Satelliten Hipparcos
auf p.139 !

In der Schwarzschild-Metrik ist der Durchmesser, multipliziert mit der Kreiszahl Pi, grésser als
der entsprechende Kreisumfang. Daraus resultiert mit Epstein eine zusétzliche Perihelver-
schiebung in diejenige Richtung, in welcher der Planet umlauft (p.135). Wie kédnnte man mit
Papier eine Geometrie realisieren, in welcher der Kreisumfang grésser wére als der Durch-
messer mal Pi ? Was hétte das fur Auswirkungen auf die zusétzliche Periheldrehung ?

Zeigen Sie, dass der Wert von a = G-M/c2 flr die Sonne in den Einheiten ‘Lichtsekunden’
etwa 4.9261-10°6 betragt. Welchen Wert hat die Gravitationskonstante G in diesen Einheiten ?

Wir zeichnen den Querschnitt durch die aufgerollite Raumzeit wie im Abschnitt H5 p.126 . Im
Innern der Masse sollten wir einen Kugelausschnitt haben - und im Aussern? Fiir schwache
Felder dirfen wir in guter Ndherung annehmen, dass dort y nach einer Funktion vom Typ

y = a + b/x abnimmt. Bestimmen Sie diejenige Lésung f(x), bei der der Wendepunkt in (3/4)
liegt ! Was bedeutet die x-Koordinate 3 physikalisch, und wie gross ist dann Rs ? Handelt es
sich wirklich noch um ein schwaches Feld ? Vergleichen Sie den Gang einer Uhr an der Ober-
flache des Kérpers mit demjenigen einer Uhr im Unendlichen !

Steigen Photonen in einem Gravitationsfeld auf, dann verlieren sie Energie. Werden sie dabei
fur einen Beobachter im OFF langsamer oder schneller ?

Wieviele zusétzliche Sekunden sind im OFF verstrichen, wenn in Amsterdam gerade ein Jahr-
hundert vergangen ist? Berlicksichtigen Sie die ART (Gravitation der Sonne und der Erde) und
die SRT(Bahngeschwindigkeit der Erde).

Bestimmen Sie aus dem mittleren Diagramm auf p.145 die Durchschnittsgeschwindigkeit des
Flugzeuges wéhrend des 15-stiindigen Fluges !

(zu 14 p.143) Bestimmen Sie diejenige Relativgeschwindigkeit v , zu welcher eine Doppler-
Frequenzverschiebung mit Af/f von 2.22-10-15 gehort.

Die beinahe kreisférmigen Umlaufbahnen der NAVSTAR-GPS-Satelliten sind so gewéhlt, dass

jeder Satellit wéhrend eines siderischen Tages die Erde genau zweimal umrundet.

a) In welcher Héhe Uber Meer kreisen diese Satelliten ?

b) Wieviele Nanosekunden gehen die Satellitenuhren pro Umlauf vor gegeniiber einer Uhr auf
Meereshdhe am Aquator, wenn die Bahn (iber die Pole fihrt ?

c) Wie b), aber fiir eine Bahn in der Aquatorebene mit gleichem Drehsinn wie die Erde ?

d) Wie c), aber fur die entgegengesetzte Umlaufrichtung ?

Besuchen Sie die Seite http://homepage.univie.ac.at/Franz.Embacher/Rel/ . Sie finden dort
Lernprogramme zur SRT und zur ART. Arbeiten Sie einige davon durch - Sie sollten jetzt gut
vorbereitet sein dafir!

Laden Sie das Skriptum von Peter Breitfeld mit dem Titel “Grundzlge der Relativitatstheorie”
von www.pBreitfeld.de herunter. Vielleicht gefallt Ihnen die etwas formalere Darstellung des
Gegenstandes.

Lesen Sie den Artikel [44] “Pulsare als kosmische Uhren” von M. Kramer in SuW 10/2006
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Ein Einstein-Poster im Hintergrund wird durch eine der hochpréazisen Quarzkugeln, die im Experi-
ment Gravity Probe B als Kreisel verwendet werden, &hnlich abgebildet wie von einer Sammellinse.

http://www.gravityprobeb.com/gpbphotos.html (8. Jan. 2007)
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IR-View of "Pillars of Creation" at Centre of Eagle Nebula
(VLT ANTU + ISAAC)

ESO PR Photo 37b/01 (20 December 2001) © European Southern Observatory



K Vertiefungen und selbstandige Arbeiten

In diesem Kapitel werden kurze Hinweise auf ergdnzende Themen und mogliche Vertiefungen ge-
geben. Die eigentliche Bearbeitung dieser Gebiete wird aber dem Leser Uberlassen. Dabei geht es
um ganz verschiedene Themen wie historische Versuche zur Messung der Lichtgeschwindigkeit,
Uberlegungen zu natiirlichen MaBeinheiten, Anwendungen der Theorie auf futuristische Reisen zu
benachbarten Fixsternen, den Einsatz eines anderen mathematischen Formalismus flir die SRT,
der Darstellung der Zusammenhénge mit anderen Typen von Diagrammen oder dem Unterschied
zwischen Messen und Sehen in der SRT. Eigentlich haben sich hier viele Dinge angesammelt, die
ich gerne auch noch behandelt hatte, welche aber dem Buch einen abschreckenden Umfang ver-
liehen hatten. Zudem sind Sie jetzt sehr gut vorbereitet darauf, diese Themen selbstandig zu studi-
eren!
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K1 Alte Experimente zur Messung der Lichtgeschwindigkeit

Die spekulativ-philosophische Phase der Diskussion um die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lich-
tes dauerte bis 1676. Einzig Galilei versuchte schon kurz nach 1600 eine experimentelle Klarung
dieser Streitfrage, hatte aber mit seinen Laternen und Gehilfen auf gegeniiberliegenden Hugeln
keine Chance, einen Messwert zu erhalten. Er interpretierte das auch korrekt dahingehend, dass
die Lichtgeschwindigkeit eben viel grésser sei als die Schallgeschwindigkeit. René Descartes
dagegen warf sein ganzes Prestige in die Waagschale als (schwaches) Argument fur eine unend-
lich grosse Lichtgeschwindigkeit.

Prasentationen zum Thema ‘Lichtgeschwindigkeit’ kénnten folgende Teilgebiete darstellen:

- Die spekulative Phase vor 1676: Empedokles, Aristoteles, Heron von Alexandria, die alten Inder,
Avicenna und Alhazen, Kepler, Francis Bacon und Descartes

- Die Experimente von Galilei und seinen Schiilern zur Messung der Lichtgeschwindigkeit

- Ole Roemer’s Verstandnis der jahrlich-periodischen ‘Verspatungen’ und ‘VerfrGhungen’ der Ver-
finsterung des Jupitermondes lo (1676). Seine Angabe zur Lichtgeschwindigkeit: 22 Minuten fur
einen Erdbahndurchmesser. Fir letzteren gab es damals erst grobe Schatzwerte.

- James Bradley und die Aberration des Lichtes (1728). Seine Bestatigung des Wertes von Reemer
aufgrund einer ganz anderen Messung verschaffte der Auffassung von der Endlichkeit der
Lichtgeschwindigkeit den Durchbruch. Bradleys Wert flr ¢ lag schon nahe beim heutigen.

- Armand H.L. Fizeau misst 1849 als erster die Laufzeit des Lichtes fur eine Strecke von wenigen
Kilometern (Zahnradmethode)

+ Léon Foucault braucht 1850 mit seiner Drehspiegelmethode nur noch einen Laufweg von weni-
gen Metern und kann daher auch die Lichtgeschwindigkeit in verschiedenen Medien messen

- Die Bedeutung des fast erblindeten Physikers Francgois Arago als Ideenlieferant fir Fizeau und
Foucault

- S. Newcomb und A.A. Michelson verbessern Foucault's Methode und messen 1926 die Licht-
geschwindigkeit auf etwa 0.002% genau.

- Definition der Lichtgeschwindigkeit (und damit vor allem der Lange des Meters) 1983 durch die
Mitglieder des Internationalen Biiros fir Mass und Gewicht (BIMP) zu 299'797°458 m/s

- Erwein Flachsel stellt in [42-129] eine Methode flr jedermann vor: Man benétigt nur einen Tele-
fonanschluss und eine Stoppuhr und ruft Gber einen geostationdren Satelliten die Zeitansage in
den USA an ... Ob das im Zeitalter der Digitaltechnik noch funktioniert?

Ebenfalls interessant ist das Experiment von Fizeau zur Lichtgeschwindigkeit in strdmendem Was-
ser (1851). Er konnte seine Messresultate nicht verstehen, weil er von der klassischen Addition der
Geschwindigkeiten ausging. Mit der Addition von Geschwindigkeiten geméss SRT ergibt sich aber
sein Resultat sofort.

Die Definition der Lichtgeschwindigkeit von 1983 6ffnet den Weg, der im nachsten Abschnitt skiz-

ziert werden soll: Fir ¢ =1 (per definitionem) erhélt man neue Einheitensysteme, welche die SRT
in ihrem Kern schon bertcksichtigen!
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K2 Natiirliche MaBeinheiten in der SRT und ART

Denkt man konsequent in Raumzeit-Einheiten, so muss man der Lichtgeschwindigkeit den ein-
heitenlosen Wert 1 zuschreiben: Eine Raumzeiteinheit pro Raumzeiteinheit. Eine Lichtsekunde pro
Sekunde, wenn man das in Zeiteinheiten ausdricken will. Dadurch erhalten Energie, Masse und
Impuls automatisch dieselben Einheiten, aus E = m-c2 wird beispielsweise einfach E = m . Dieser
Ansatz soll allen folgenden Vorschldgen zugrunde liegen. Studieren Sie die Vereinfachungen, die
sich daraus flr die Beziehungen ergeben, die wir in E5 auf p.79 zusammengestellt haben!

Schon Carl Friederich GauB hat vorgeschlagen, die elektromagnetischen Fundamentalkonstanten
€ und po zu eliminieren, indem man das Einheitensystem so wahlt, dass sie den einheitenlosen
Wert 1 erhalten. Das bringt flir die Theorie des Elektromagnetismus viele Vereinfachungen. Wegen
Maxwell’s Gleichung c¢2 = 1/(go0"lo) folgt daraus auch ¢ =1, was GauB noch nicht wissen konnte.
Nach diesem Vorschlag von GauB3 werden das elekirische und das magnetische Feld zudem in
denselben Einheiten gemessen. Und das passt: Geméass SRT sind diese beiden Felder ja direkt
ineinander transformierbar!

Man kann aber noch weiter gehen: Setzt man auch die Gravitationskonstante G auf den einheiten-
losen Wert 1, so hat man damit das Kilogramm eliminiert und kann Massen ebenfalls in Zeit- oder
L&ngeneinheiten messen. Besonders schén ist dabei die Verwendung von LangenmaBen, eine
Masse ist dann gerade so schwer wie ihr Schwarzschildradius Rs !

Setzt man auch noch die Boltzmann-Konstante k auf den Wert 1, so wird dadurch eine neue Tem-
peraturskala festgelegt und man kann dann alle physikalischen Grdssen beispielsweise in cm aus-
driicken! Dieses geometrisierte Einheitensystem wird in [27] durchgehend verwendet.

Man muss ja nicht unbedingt so radikal vorgehen. In allen Fallen soll aber gelten €oc =po=c=1.
Studieren Sie fir die folgenden Anséatze, wie sich die Einheiten von Zeit, Ladnge, Masse, Beschleu-
nigung, Kraft, Impuls und Energie umrechnen in diejenigen unseres konventionellen mks-Systems.
Bestimmen Sie jeweils auch die entsprechenden Werte einiger ‘Naturkonstanten’. Sie erhalten
dadurch ein ganz neues Geflhl fir die Abhangigkeit dieser Werte voneinander!

1. Zeiten und Léngen in Sekunden, Massen weiterhin in Kilogramm. Welchen Wert erhalt insbe-
sondere die Gravitationskonstante G ?

2. Zeiten und L&ngen in Nanosekunden, zuséatzlich sei der Wert der Gravitationskonstante 1. Was
entspricht jetzt der Masse von einem Kilogramm?

3. Zeiten und Langen in Zentimetern, zusétzlich sei der Wert der Gravitationskonstante 1. Was ist
nun die Entsprechung zu einem Kilogramm? Wie schwer ist die Sonne?

4. Wie bei 3, zusatzlich habe auch die Boltzmann-Konstante den einheitenlosen Wert 1. Was ist
die Entsprechung zu einem Grad Kelvin ?

Vielleicht nehmen Sie jeweils noch eine geeignete Definition der elektrischen Ladung hinzu, damit
auch die elektrischen und magnetischen Gréssen angekoppelt sind!

“What makes Einstein’s theory of relativity remarkable is its ability to unify various ideas in

physics that had previously been treated independently. It unifies electricity with magnetism,

materials [wohl besser: mass] with energy, gravity with acceleration and space with time.”
[47-25]
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K3 Allgemeine Formeln fiir die Geschwindigkeitsaddition, den
Dopplereffekt und die Aberration

In den Abschnitten D4 und D6 haben wir uns Uberlegt, wie sich in der SRT Geschwindigkeiten in x-
Richtung addieren und welches die korrekte Formel fiir den Dopplereffekt sei, wenn sich die Quelle
in direkter Linie auf den Beobachter zu- oder von ihm wegbewegt. Im Abschnitt D5 haben wir gese-
hen, wie sich ‘Quergeschwindigkeiten’ transformieren; und wir haben daraus auch abgeleitet,
welchen Aberrationswinkel man in Rechnung stellen muss, wenn sich der Beobachter senkrecht
zur Verbindungslinie Beobachter-Quelle bewegt.

Diese Resultate stellen eigentlich nur (wichtige) Spezialfélle von allgemeineren Ergebnissen dar.

Diese kénnten wir nach unseren Vorarbeiten promlemlos herleiten. Wir verzichten aber darauf und
geben nur an, wo man das nachlesen kann. Vielleicht wollen Sie selber eine Herleitung finden?

Allgemeine Formeln fiir die Addition von Geschwindigkeiten:
- bei Einstein selber: [12-158f]

« bei Horst Melcher: [26-37ff]

- bei Michael Fowler: [24-69f]

- bei Roman Sex| und Herbert Schmidt: [25-100ff]

- bei Jurgen Freund: [41-59ff]

Allgemeine Formel fiir den Doppler-Effekt:
- bei Einstein ohne Rechnung: [12-165ff]

- bei Horst Melcher: [26-72ff]

- bei Jurgen Freund: [41-89ff]

- bei Edwin Taylor und John Archibald Wheeler mit Vierervektoren: [11-263]

Allgemeine Formel fiir die Aberration:
- bei Einstein ohne Rechnung: [12-167]
- bei Horst Melcher: [26-74ff]

- bei Jurgen Freund: [41-65ff]
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K4 Krafte und Beschleunigungen in der SRT

Gelegentlich muss man Beschleunigungen und Kréafte in andere Bezugssysteme umrechnen. So ist
man zum Beispiel auch bei der Herleitung der Transformationen des elektrischen und mag-
netischen Feldes darauf angewiesen, dass man schon weiss, wie sich die Krafte transformieren,
soll doch die Beziehung F =q-(E + v x B) Ubergehenin FP'=q-(E’+ Vv’ xB’).

Aus der Definition a=dv/dt und a’ =dv’/dt und den Transformationen der Geschwindigkeit
und der Zeit lasst sich herleiten, wie sich die Beschleunigungen in der SRT transformieren. Da die
Beziehung F = dp / dt weiterhin gelten soll, und da wir schon wissen, wie sich Massen und
Geschwindigkeiten transformieren, kénnten wir auch herleiten, wie sich der Impuls transformiert.
Bilden wir noch die Ableitungen nach der Zeit, so erhalten wir die Transformationsformeln far die
Kréafte.

Eleganter wére eine Behandlung mit Vierervektoren (siehe dazu auch K9 p.165). Ein kleinerer al-
gebraischer Aufwand wirft einen héheren Ertrag ab, wenn man dieses Werkzeug einsetzt! Aller-

dings muss man sich zuvor mit diesen Vierervektoren etwas anfreunden. Wir geben Hinweise fir
beide Pfade:

Transformation von Kréften und Beschleunigungen ohne Vierervektoren:
« bei Horst Melcher: [26-45f

- bei Jurgen Freund: [41-73ff]

.

Transformation von Kréften und Beschleunigungen mit Vierervektoren:
- bei Roman Sexl und Herbert Schmidt: [25-115ff]

- bei Jurgen Freund: [41] Kapitel 28 bis 33

.2
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K5 “Die Eroberung des Weltraums”

Es ist eine schéne Ubung in Mathematik und Physik, eine humane Reise zu einem benachbarten
Fixstern durchzurechnen. Human soll bedeuten, dass die Reisenden wéhrend der Beschleunigung
und wéhrend des Abbremses vor der Umkehr eine konstante Beschleunigung vom Betrag der Fall-
beschleunigung an der Erdoberflache spiren sollen. Gibt man noch die angestrebte konstante
Endgeschwindigkeit nach der Beschleunigungsphase und die Distanz zum Reiseziel vor, so sind
alle bendtigten Angaben gemacht.

Kranzer untersucht so in [17-205ff] eine Reise zum nachsten Fixstern a Centauri (Distanz etwa 4.2
Lichtjahre) bei einer Geschwindigkeit von 0.9-c nach der Beschleunigungsphase. Er verwendet
dabei einige Formeln, ohne zu zeigen, wie diese hergeleitet werden kdénnen. Fir einen interessier-
ten Schiler ist das eine richtige Steilvorlage!

Die Mittelschulmathematik reicht bestens, um diesen Fall vollstdndig durchzurechnen. Ausgangs-
punkt ist dabei die Gleichung (siehe dazu auch p.74 unten !)

3

2\
mo.g = konstant = d7p = %dl = mo.i L dl = mo. 1_L 2dl
dt dv dt dv 2 | dt dt

Nach der Division durch me erhélt man fir die Geschwindigkeit des Raumfahrzeuges die folgende
Differentialgleichung

3

g. 1_& E= dl
c? dt

Die Schiler kdnnen mindestens prifen, dass die folgenden Funktionen fir v(t) und x(t) dieser Dif-
ferentialgleichung gentigen:

2 2 2
g'C't i c g -t

V() = vg + —=—=—— ; X(t) = Xg+ Vgt + —-|1+Z5— -1
|c? +g? 17 g | ¢?

Die flr die Raumreisenden verstrichene Eigenzeit wahrend den Beschleunigungsphasen berechnet
sich dann, indem man bericksichtigt, dass immer gilt

2
dr = 1/1—V—-dt
c2

Bildet man das Integral Uber die rechte Seite fiir die Dauer der Beschleunigungsphase in der Koor-
dinatenzeit t eines Beobachters auf der Erde, so erhélt man die unterdessen flir einen Raumschiff-

Insassen verstrichene Eigenzeit AT . Das Ergebnis ist (flr vo = 0 und X0 = 0)

t
2
At = c. In t+‘(0—2+’[2
g g .

Die Reise hin und zurlick dauert fir die Erdenburger etwa 12 Jahre, wahrend auf den Borduhren
immer noch mehr als dreiundeinhalb Jahre verstreichen. Es ist dabei véllig schleierhaft, mit
welchen technischen Mitteln fir gut drei Viertel der Startmasse (!) eine Endgeschwindigkeit von
0.9-c erreicht werden kdnnte. Von einer bevorstehenden “Eroberung des Weltalls” zu sprechen ist
tatsachlich reichlich Ubertrieben.

1

Fir Leute, die gerne rechnen, enthalt [26] viel anregendes Material auf den Seiten 164 bis 230 !
Auch [25-161ff] zeigt, was die SRT zu Reisen in unsere kosmische Nachbarschaft zu sagen hat.
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K6 Alternative Herleitungen von E = m-c?

Wir haben diese Formel in E4 auf dem ublichen Weg uber die kinetische Energie und die dafir
investierte Beschleunigungsarbeit hergeleitet. Ahnlich wie beim Satz des Pythagoras gibt es aber
auch zu dieser berihmten Gleichung viele Beweise oder Herleitungen. Auf die wohl schénste habe
ich schon im letzten Abschnitt auf p.79 aufmerksam gemacht. Einstein verwendet dabei die Im-
pulserhaltung und die Energieerhaltung sowie die Formeln fir die Energie und den Impuls von Pho-
tonen. Sie ist dargestellt in [25-121ff] oder auch bei [26-571].

Einige weitere schéne Beweise (siehe [26-55ff], [10-160ff]) benltzen ebenfalls den Impuls von
Lichtteilchen oder den Strahlungsdruck, den eine elektromagnetische Welle auslbt. Diese Grdsse
war um 1880 (also schon ‘lange’ vor der Quantentheorie) aus der Theorie von Maxwell bekannt.

Max Born hat in seiner seit 1920 immer wieder aufgelegten allgemein verstandlichen Darstellung
[43-240f] der Relativitadtstheorien Einsteins einen anderen Zugang gewéhlt. Er leitet die Formel aus
dem inelastischen Zusammenstoss zweier Klumpen bei nicht-relativistischen Geschwindigkeiten
ab, also genau aus dem Vorgang, der in E3 auf p.72 dargestellt ist. Diesen Weg beschreiten im
Prinzip auch Sexl et al. in [8-24]: Die Formel fiir den Massenzuwachs nach einer Beschleunigung
wird in eine Potenzreihe entwickelt, Glieder vierter und héherer Ordnung von v/c werden ver-
nachlassigt und man erkennt, dass gilt Exin = Am-c2.

Dasselbe machte schon Einstein im September 1905. In seinem Aufsatz mit dem Titel “Ist die
Tragheit eines Kdrpers von seinem Energieinhalt abhéngig?” leitet er die berihmte Gleichung aus
seinen Transformationsformeln fur die Strahlungsenergie her, die wir nicht besprochen haben. Der
Aufsatz umfasst nur vier Seiten, er kann aber nicht unbedingt zur Lektire empfohlen werden. Im-
merhin kénnen wir die letzten Abschnitte verstehen, in denen Einstein zeigt, dass er sich der allge-
meinen Folgen seiner Formel sehr bewusst ist. Ich habe im Zitat das Formelzeichen L, welches
Einstein fur die Energie damals noch benutzte, durch E ersetzt; und fur die Lichtgeschwindigkeit
habe ich ¢ geschrieben statt V :

Gibt ein Korper die Energie E in Form von Strahlung ab, so verkleinert sich seine Masse um
E/c2 . Hierbei ist offenbar unwesentlich, dass die dem Kérper entzogene Energie gerade in
Energie der Strahlung Ubergeht, so dass wir zu der allgemeineren Folgerung gefuhrt wer-
den:

Die Masse eines Korpers ist ein MaB flur dessen Energieinhalt; &ndert sich die Energie um
E, so andert sich die Masse in demselben Sinn um E /9-1020 , wenn die Energie in Erg und
die Masse in Grammen gemessen wird.

Es ist nicht ausgeschlossen, dass bei Kérpern, deren Energieinhalt in hohem MaBe veréan-
derlich ist (z.B. bei den Radiumsalzen), eine Prifung der Theorie gelingen wird.

Wenn die Theorie den Tatsachen entspricht, so Ubertrgt die Strahlung Tréagheit zwischen
den emittierenden und absorbierenden Kérpern.

Bern, September 1905.

(Eingegangen 27. September 1905) [12-183]
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K7 Herleitung der Formel fiir die Geschwindigkeitsaddition aus
dem Epstein-Diagramm

Auf p.58 in D3 haben wir einen Beweis der relativistischen Formel fur die Addition von Geschwin-
digkeiten angekulindigt, der auf die Lorentz-Transformationen verzichten kann und direkt auf das
Epstein-Diagramm zu Raum und Zeit aufbaut. Grundlage dazu ist eine Zeichnung von Epstein sel-
ber im Anhang A der zweiten Auflage von [10]. Diese Figur wird hier so wiedergegeben, wie sie den
Beweis am besten unterstutzt:
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Links in der Figur sieht man das Epstein-Diagramm zu folgendem Vorgang: Blau bewegt sich mit w’
im Bezugssystem von Rot, es ist also sin(8) = w’/c. Die Eigenlange der zurlickgelegten Strecke ist
AB, flr Blau dauert der Vorgang AF, wahrend Rot daflr die Zeit AG = AK misst.

Rechts sieht man, dass sich Rot relativ zu Schwarz bewegt, es sei wie immer sin(a) = v/c. Fir
Schwarz bewegt sich Blau ebenfalls vom Anfang der Strecke CD bis zum Ende derselben (in | be-
findet sich Blau am Ort von O !). Die Zeitintervalle, die Rot und Blau flr diesen Vorgang messen,
sind unverandert (CM = AK respektive CH = AF), und auch die Eigenldnge der von Blau aus der
Sicht von Rot zurilickgelegten Strecke ist unveréndert (AB = CD = QO).

Das Additionstheorem ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen

sin(a) + sin(p)

SN = 37, sin(e) -sin(p)
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Wir werden nicht alle der nachfolgend aufgefuhrten Strecken bendétigen. Zudem ist natirlich deren
physikalische Bedeutung fiir den Beweis irrelevant:

AK=AG=BL=CM=EO Dauer des Vorgangs fur Rot
AB=FG=KL=CD=QO Eigenlénge der Laufstrecke fir Rot
AF =BG =CH =ElI Dauer des Vorgangs fur Blau

CE =HI=MO Laufweg von Blau fir Schwarz
Cl=CQ=CP Dauer des Vorgangs fur Schwarz

Die Rechnung ist recht einfach:

sin(y) = CE MO MN+NO  CM-tan(a)+QO/cos(a)
V"= 7°cl T cQ T CN+NQ ~ CM/cos(a)+QO-tan(a)

AG-tan(a) + AB/cos(a)  AG-tan(a)+AG-sin(p)/ cos(a)

AG/ cos(a) +AB -tan(a) AG/ cos(a) +AG-sin(p) - tan(a)

tan(a) +sin(B)/cos(e)  sin(a)+sin(B)  sin(a) +sin(p)

1/ cos(a) +sin(B) - tan(a) 1+sin(p) - sin(co) 1+sin(a) -sin(p)

Die Interpretation dieser Rechnung ist nun dem Leser Uberlassen: Geht man davon aus, dass wir
das Additionstheorem der Geschwindigkeiten ja bewiesen haben, dann prift diese Rechnung die
Korrektheit der nebenstehenden Konstruktion des Winkels vy . Sieht man aber die Korrektheit der
Konstruktion physikalisch ein, so beweist obige Rechnung das Additionstheorem, ganz unabhéangig
von den Formeln flr die Lorentz-Transformationen! Die Figur zeigt, wie man zu den Abkippwinkeln
a und B den passenden Winkel y konstruiert, und wir haben jetzt gezeigt, dass die Formel unten
auf p.162 die zur Konstruktion passende algebraische Berechnung angibt.

Es braucht schon einige Erfahrung im Umgang mit Epstein-Diagrammen, um die Korrektheit der
Konstruktion zweifelsfrei zu erkennen. Es ist also kaum der Zugang, der sich didaktisch empfiehilt.
Dennoch zeigt die Zeichnung von Epstein klar einige der wichtigsten Aspekte: Da die Eigenzeit des
Vorgangs fur Blau eine Invariante ist (AF = BG = CH = El), muss die Addition zweier Geschwindig-
keiten, die kleiner sind als ¢, immer eine Geschwindigkeit ergeben, welche selber auch kleiner ist
als c. Bewegt sich Blau horizontal fir Rot (also wie Licht mit c), dann wird sich Blau auch horizontal
bewegen fir Schwarz: v® ¢ =c.

Ich méchte an dieser Stelle nochmals Alfred Hepp danken, der mich Uberhaupt erst auf den An-
hang A in der zweiten Auflage von [10] aufmerksam gemacht hat. Er hat mich auch hartnéckig dazu
angehalten, die Konstruktion von Epstein zu einem Beweis des Additionstheorems allein auf der
Grundlage der Epstein-Diagramme auszubauen. Unzufrieden mit meinem ersten Beweis hat er
auch wesentlich dazu beigetragen, dass die hier vorliegende, viel einfachere Rechnung gefunden
worden ist.

Noch eine Anregung: Die ‘Hosenknopf-Addition’ ® macht aus dem offenen Intervall ]-1,1[ eine
kommutative Gruppe. Neutralelement ist die Null und das Inverse von v ist -v. Die Addition ist auch
monoton in dem Sinne, dass aus a<b folgt a®d < b ® d. Begriinde die Assoziativitat dieser
Addition erstens physikalisch und zweitens algebraisch! Warum muss man die beiden Randpunkte
1 und -1 ausschliessen?
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K8 Die Transformation der elektrischen Grossen

Es soll nochmals betont werden, dass die hier vorliegende Darstellung der SRT eine riesige Llcke
aufweist: Es wird nicht davon gesprochen, was das jetzt alles fur die Elektrizitétslehre und den
Magnetismus bedeutet, obwohl ja der Anstoss zur Entwicklung der SRT aus dieser Ecke gekom-
men ist. Ich verweise daher nochmals (siehe auch p.95) auf die Darstellungen dieses Gegenstan-
des durch andere Autoren.

SRT und Elektromagnetismus in elementarer Dartstellung
- bei Michael Fowler [24-108ff]
- ?7?

.

SRT und Elektromagnetismus mit Vierervektoren
- bei Roman Sex| und Herbert Schmidt [25-177ff]

- bei Jurgen Freund [41-218ff]

.2

SRT und Elektromagnetismus mit Vektor-Analysis
- bei Albert Elnstein [12-160ff]

.2

+ inirgend einem Lehrbuch
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K9 SRT mit Vierervektoren

Raumgeometrische Probleme kénnen mit ganz verschiedenen mathematischen Techniken behan-
delt werden. So kann man beispielsweise das Volumen eines Tetraeders elementargeometrisch
berechnen, man kann die Vektorgeometrie dazu einsetzen oder auch die Integralrechnung. Ge-
wisse Fragen lassen sich oft mit dem geeigneten Ansatz sehr elegant beantworten, wahrend eine
andere Behandlung aufwendig ist oder sogar nur ndherungsweise gelingt.

Der beste algebraische Apparat fir Berechnungen in der SRT ist derjenige mit Vierervektoren!
Nicht nur Ort und Zeit eines Ereignisses, sondern auch alle anderen physikalischen Gréssen wer-
den konsequent durch Vektoren mit 4 Komponenten beschrieben: Es gibt die Vierergeschwindig-
keit, die Viererbeschleunigung, die Viererkraft, den Viererimpuls und den Viererstrom. Alle diese
Vierervektoren transformieren sich beim Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem genauso,
wie wir es von den Orts- und Zeitkoordinaten kennen, also gemass den Lorentz-Transformationen.
Und fUr beliebige Vierervektoren A und B existiert ein einfaches Skalarprodukt, sodass A-B immer
einen konstanten, vom Bezugssystem unabhéngigen Wert annimmt!

Als Beispiele seien der Viererimpuls P und die Vierergeschwindigkeit V erwéhnt:
P = ( Ewt/c, px, Py, Pz) = molV ‘(c, Vx Vy, Vz) =mo'V oder kirzer geschrieben
P = (Ewi/c, p) = mo/V +(C, V) = MoV

Dabei ist p der 3d-Impulsvektor, v die 3d-Raumgeschwindigkeit. Das Skalarprodukt zweier Vierer-
vektoren (xo, X1, X2, X3) und (Yo, y1, Yz, y3) wird definiert durch xo'yo — X1-y1 — X2'y2 — xa'ys . Berechnen
wir schnell, was P2 und V2 bedeuten:

P2 = (Etot/C)2 — p? = (Etot?2 — p2-C?)/c2 = Eo2 /c2=mo2  nach unseren Gleichungen in E5 p.79

Dies ist offensichtlich eine invariante Grésse! Wenn Sie beim Epstein-Diagramm auf p.78 alle
Seiten des rechtwinkligen Dreiecks durch c dividieren, stellt diese Rechnung nur eine Variante des
Satzes von Pythagoras dar! Ich méchte behaupten, dass die Epstein-Diagramme dem Rechnen mit
Vierervektoren besonders nahe stehen.

V2 bestimmen wir fir den Fall, wo v = vx gilt, also fir vy=0=vz:
V2 = (1AW )2(c? = vi@ — 0 — 0) = (€2 — v2)/(1 — v2/c?) = c2-(1 — v2/c?)/(1 — v2/c?) = ¢2

Auch dies ist offensichtlich eine invariante, das heisst vom Bezugssystem unabhangige Grosse.
Und das Ergebnis passt doch wunderbar zu Epsteins ‘Mythos’! Als kleine Ubung kénnten Sie sich
Uberlegen, was denn P-V bedeutet.

Ziel dieses Buches war ja nicht die algebraische Behandlung von anspruchsvollen und wichtigen
Beispielen wie etwa der Compton-Streuung. Es geht primar darum, eine sehr gute Anschauung von
den Aussagen der SRT und ART zu vermitteln. Oder, wie Epstein in [10-100] schreibt: “Um die spe-
zielle Relativitatstheorie auch im Bauch zu verstehen, brauchen wir einen guten, neuen Mythos.”
Die Vermittlung des Epstein’schen Mythos war mein Hauptanliegen. Hat man sich diese Basis ein-
mal verschafft, so féllt es leicht, sich in einem zweiten Durchgang auch noch gewisse technische
Tools anzueignen. Mit diesen Tools kénnen dann beliebig verzwickte Probleme angepackt werden.
Und das Tool fur speziell-relativistische Rechnungen sind die Vierervektoren.

Fir ein erstes Studium dieser Vierervektoren sei [25] empfohlen. Arbeitet man dort die Kapitel 12
und 13 durch, so ist man schon tief in diese Welt eingedrungen. Auch die Darstellung in [41] ist fur
einen Maturanden oder eine Abiturientin durchaus zugénglich, der Titel “Spezielle Relativitatstheo-
rie flr Studienanfanger - ein Lehrbuch” beschreibt das Anspruchsniveau ganz korrekt. Empfohlen
sei auch ein Besuch auf www.relativity.li/maxwell/maxwell-gleichungen.html
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K10 Messen und Sehen in der SRT

Messen und Sehen bedeutet nicht dasselbe. Eine Messung vornehmen bedeutet typischerweise,
mit einer Uhr am Orte des Geschehens die Zeit zu ‘stoppen’, das heisst, an einem bestimmten Ort
einen Zeitpunkt zu erfassen. Mit Sehen bezeichnen wir den Vorgang, bei dem wir an einem
bestimmten Ort und zu einem bestimmten Zeitpunkt die optischen Signale registrieren, die von
allen moglichen Orten her zu jenem Zeitpunkt gerade eintreffen. Sehen ist also vergleichbar mit
dem Fotografieren. Auf einer Astrofotografie mit einer Belichtungszeit von 0.1 Sekunden kénnen wir
gleichzeitig den Neumond sehen, wie er vor einer guten Sekunde ausgesehen hat, den Planeten
Mars, wie er vor einer Viertelstunde ausgesehen hat, und noch den Saturn dank dem Licht, das er
vor mehr als einer Stunde reflektiert hat! Wirden wir die Aufnahme langer belichten (einige Minuten
reichen schon dafiir), so kdnnten wir vielleicht noch schwach eine Galaxie erkennen, abgebildet
durch Photonen, welche schon vor Millionen von Jahren auf den Weg geschickt worden sind!

Es ist also moéglich, Dinge zu sehen, die langst nicht mehr existieren. Der Ausbruch einer Super-
nova in der Grossen Magellanschen Wolke, einer kleinen Begleitgalaxie unserer Milchstrasse, hat
sich vor etwa 163'000 Jahren abgespielt, wenn wir ihn heute beobachten. Die Laufzeit des Lichtes
muss man aber auch berlcksichtigen, wenn man sich Uberlegt, wie man ein Objekt sehen wirde,
welches sich sehr schnell bewegt. Betrachten wir die folgende Zeichnung aus [25-85]:

B Photonen verlassen die Ecken A und B des
Bahnwagens. Die Photonen von B k&nnen
5 aber nicht zu uns gelangen.
a G ] D
B — g — - Erst jetzt (nach der Zeit At) werden die Pho-
‘ tonen von den vorderen Ecken C und D aus-
cAt b o V. gesandt, welche gleichzeitig mit denen von der
i Ecke A unser Auge erreichen werden.
4VAL Y
{
b zum weit entfernten Beobachter

So wiirde sich der Wagen prasentieren, wenn
es die Lorentz-Kontraktion nicht gabe!

So sehen wir den Wagen tatsé&chlich, da ja der
Abstand der Ecken C und D infolge der hohen
Geschwindigkeit v geschrumpft ist.

Das ist exakt die Ansicht, welche wir auch vom
Wagen hatten, wenn er um den Winkel a mit
sin(a) = v/ic von der Blickrichtung weggedreht
waére!
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Dass der Wagen sich abgedreht prasentiert
ist aber nur unsere 3d-Interpretation des 2d-
Bildes, welches wir von der Situation haben!

Mindestens so richtig wére die Interpretation,
dass der Wagen lorentz-gestaucht und auch
noch schiefgedriickt worden ist. Allerdings
wilrde einem diese Deutung rein optisch
etwas schwerer fallen. Sie passt aber schon
besser auf die Transformation der Dichte !
Diese Hinzufligung stammt naturlich nicht
vom Autor von [25].

Unterdessen gibt es eine ganze Fraktion innerhalb der Relativititsgemeinde, welche die heute
verfligbare Rechenleistung ausnutzt um zu zeigen, wie zum Beispiel ein Flug durch das Branden-
burger Tor mit 0.95-c visuell erlebt wirde. Manchmal werden dabei sogar die Farbverdnderungen
durch den optischen Doppler-Effekt beriicksichtigt. Natiirlich muss man dann das Ganze wieder in
Zeitlupe abspielen, damit es fur einen menschlichen Betrachter nicht zu schnell ablauft. Eine erste
Adresse fir solche Visualisierungen ist

www.tempolimit-lichtgeschwindigkeit.de

Hinter dieser Adresse steht in erster Linie Ute Kraus von der Universitat Tubingen. Ihre Gruppe hat
fur das Einstein-dubeljahr 2005 auch relativistische Fahrrad-Touren durch die Altstadt von Tibingen
respektive Bern realisiert. In den Ausstellungen in Ulm und in Bern konnte sich der Besucher auf
ein (festmontiertes) Fahrrad schwingen und lospedalen. Seine Fahrgeschwindigkeit wurde dann
von einem Rechner flr die auftretenden Effekte von 30 km/h auf 300’000 km/s gestreckt. Damit
man aber in den engen Gassen doch noch die Kurve kriegte (und Uberhaupt noch etwas sehen
konnte!), zogen die Hauser mit der ungestreckten Geschwindigkeit am Radelnden vorbei.

Wenn Sie an solchen Visualisierungen Freude haben, sollten Sie unbedingt einen Besuch auf der

oben empfohlenen Internetseite machen. Sie finden dort auch Literaturhinweise und anderes weit-
erfihrende Material rund um die Relativitatstheorien von Albert Einstein.
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K11 SRT mit Minkowski-Diagrammen

In keiner der mir bekannten Einfuhrungen in die SRT werden Epstein-Diagramme verwendet - aus-
genommen natirlich in der Originaldarstellung [10] von Epstein selber. In allen anderen Buchern
werden Minkowski-Diagramme eingesetzt, wenn eine Situation fiir zwei relativ zueinander bewegte
Bezugssysteme graphisch dargestellt werden soll. Diese Minkowski-Diagramme haben selbstver-
standlich auch gewisse Vorteile, dennoch halte ich die Epstein-Diagramme geeigneter fir eine er-
ste und auch eine zweite Anndherung an die SRT. Ganz unverzichtbar sind unsere Epstein-
Diagramme, wenn man sich auch anschaulich-’geflihlsméssig’ mit der ART befassen will. Deshalb
ist ja auch dieses Buch geschrieben worden.

Ich werde hier nur die markanten Unterschiede zwischen den Minkowski-Diagrammen und den
Epstein-Diagrammen hervorheben und im ubrigen auf einige der zahlreichen Lehrbiicher ver-
weisen, welche eine Einfihrung in den Umgang mit Minkowski-Diagrammen enthalten.

14 T

e r e —m——- - e\ -

x Y

Rot bewegt sich hier fir Schwarz mit v = 0.5-c entlang der Schwarzen x-Achse. Im Minkowski-
Diagramm gilt allgemein tan(p) = v/c , wahrend wir im Epstein-Diagramm sin(¢) = v/c haben. Das
Ereignis E findet flir Schwarz am Ort 2 zum Zeitpunkt 1.5 statt. Rot ordnet E ungefahr die Koordi-
naten x' =1.45 und t = 0.58 zu (die gestrichelten roten Linien sind parallel zu den roten Koordi-
natenachsen). Die Einheitsstrecken liegen auf den hellgrau dargestellten Eichhyperbeln y2 =1 + x2
respektive x2 =1 + y2 . Lichtteilchen bewegen sich in jedem Bezugssystem senkrecht oder parallel
zu der blauen Winkelhalbierenden. Im Epstein-Diagramm bewegen sich Lichtteilchen in jedem Be-
zugssystem senkrecht zu seiner (Eigen-)Zeitachse.

Fast alle Einfihrungen in die SRT, die sich nicht auf eine qualitative Beschreibung der Phdnomene
beschrénken, prasentieren auch die Minkowski-Diagramme. In unserer Liste beispielsweise finden
sich entsprechende Darstellungen in [11], [25], [41] und [45], wobei ich die letzten beiden beson-
ders empfehlen wiirde. Ganz neu und superschén: [48] !
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K12  SRT mit Penrose-Diagrammen

Es gibt aber noch weitere Mdglichkeiten, relativistische Zusammenhénge graphisch darzustellen.
Die beiden britischen Mathematiker B. Carter und R. Penrose haben eine Abbildung préasentiert,
welche die unendlich ausgedehnte Minkowski-Ebene so auf ein Quadrat abbildet, dass Lichtstrah-
len weiterhin Geraden sind, die parallel zu einer der beiden Winkelhalbierenden verlaufen. Linien
von konstanter Zeit oder konstantem Ort werden dabei zu Hyperbeln. In der Bildmitte sieht man
unverzerrt das lokale Geschehen, wahrend entfernte Ereignisse sehr zusammengedrangt werden.

TIMELIKE
INFINITY
DISTANT
PN FUTURE "LIGHTLIKE
INFINITY"
DISTAN pay | DISTANTS o0 cp ke
SPACETIME SPACETIMEZ ey
DISTANT
PAST'
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space \
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Diese Abbildung stammt aus der freien Enzyklopadie Wikipedia. Auf der bereits erwahnten Inter-
netseite von Franz Embacher

http://homepage.univie.ac.at/Franz.Embacher/Rel/

findet man auch ein Java-Applet, welches einem erlaubt, mit dieser Koordinatentransformation zu
spielen. Spielt man ernsthaft und I8st auch die gestellten Aufgaben, so hat man schon ein gutes
Gefuhl daftr, was diese Abbildung leistet.

Als Funktion, die streng monoton steigend ist, in der Nahe des Nullpunktes nichts &ndert (also f(x)
= X), und die flir x — « einen endlichen Grenzwert hat, wird der ArcusTangens verwendet. Die
Spitzen des obigen Quadrates liegen also =+ w2 vom Nullpunkt entfernt. Die Abbildung von der
Minkowski-Ebene in die Penrose-Welt ist durch die folgenden Gleichungen definiert:

X'+t = ArcTan (x +t) und X —t = ArcTan (x —t)

Addition respektive Subtraktion dieser Gleichungen liefert sofort die Transformationsgleichungen
fur x’ respektive t' alleine. Es ist leicht zu zeigen, dass vom Nullpunkt ausgehende Lichtstrahlen
auch im Penrose-Diagramm solche winkelhalbierenden Geraden sind. Zeigen Sie, dass alle Licht-
signale auf Parallelen zu diesen Geraden laufen!

Finden Sie selber eine Abbildung, die Ahnliches leistet! Ist der ArcusTangens wirklich besser als Ihr
Vorschlag?
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K13  SRT mit Asano-Diagrammen

Erst nach der ‘Fertigstellung’ dieses Buches habe ich im Keller der Zentralbibliothek Zirich ein
kleines Buchlein [47] entdeckt, in welchem die beiden Briider Seiichi und Shiro Asano ihre “Space-
Time Circular Diagrams” vorstellen. Die erste japanische Ausgabe erschien 1983, also zeitgleich
mit der Originalausgabe [14] von Epstein! Die Brider Asano liessen sich 1922 als kleine Jungen
vom Rummel um Einsteins Besuch in Japan beeindrucken. Sie machten dann aber Karriere als
Elektroingenieur respektive Mediziner. Nach ihrer Pensionierung beschlossen sie, sich selber und
auch anderen die SRT anschaulich zu erschliessen.

Wie Epstein gehen sie von Minkowskis Gleichung AT2 = c-At2 — Ax2— Ay2 — Az2 aus, unterdriicken
die y-und z-Komponente und stellen die verbleibende Beziehung AT2 = c-At2 — Ax? so um, dass sie
als Kreisgleichung interpretiert werden kann: c-At2 = AT2+ Ax2 . Auch bei den Briidern Asano ist
die Gerade, auf der sich B mit konstanter Geschwindigkeit v durch die Raumzeit bewegt, von der
Zeitachse eines ruhenden Beobachters A um einen Winkel ¢ abgekippt, fir den sin(@) = v/c gilt. Sie
betrachten rechtwinklige Dreiecke, die kongruent sind zu denjenigen in den entsprechenden
Epstein-Diagrammen [47-49]:

A und B sind sich in O begegnet und haben dabei
beide ihre Uhren auf null gestellt. Der Sinus des
Winkels AOB ist v/c, bei B1, B2 und Bz haben wir
nach dem Satz des Thales rechte Winkel.

Wenn flir A die Zeit t3 verstrichen ist, welche der
Strecke OAs entspricht, dann ist flir B erst die Zeit
verstrichen, welche der Strecke OBs entspricht.
Zum Zeitpunkt t3 hat B die Distanz X3 = AsBs von A.

Die entsprechenden rechtwinkligen Dreiecke im
Epstein-Diagramm erhalten wir, wenn wir diejeni-
gen im Asano-Diagramm an der Winkelhalbieren-
den des Winkels AOB spiegeln:

A

tie :
R T 1,
ta

b - -7h

\' mE

N :a
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Aber auch die fir die Epstein-Diagramme charakteristischen Halbkreise um O tauchen gelegentlich
in den Diagrammen der Brider Asano auf; bezeichnen dort aber nur die fir A verflossenen Zeit-
intervalle. Die Diagramme zeigen eine Streckung mit Zentrum O und einem Streckungsfaktor,
welcher der Zeit proportional ist [47-50]:

Fir die Raumachsen finden die beiden Brider aber keine gllickliche Lésung. Man kdnnte sagen,
dass sie noch zu sehr versuchen, Zeit, Raumzeit und Raum voneinander zu trennen. Die ge-
strichelten Kurven, die angeben, bei welcher Geschwindigkeit wann eine bestimmte Distanz (in
Lichtsekunden) erreicht wird, sind schon ziemlich kompliziert:

0 < 300 000 km

Broken line half-circle scale unit : Space-time distance in Km, Time in Sec

Erkennen Sie die Punkte (6/8) und (8/6), die zum pythagoreischen Tripel (6/8/10) gehéren und
durch welche auch die Geraden fuihren wirden, die zu v = 0.6-c respektive v =0.8:c gehdren?

Die Diagramme von Epstein sind denjenigen von Asano klar vorzuziehen, zumal sie auf ein klares,
einfaches Postulat aufbauen. Es ist aber interessant zu sehen, dass &hnliche Ansatze gleichzeitig
an verschiedenen Orten auftauchten. lhren ‘Konkurrenten’ Epstein erwéhnen die Briider Asano
auch in der ersten englischen Ausgabe von 1994 nicht.
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The Starburst Galaxy NGC 908
(FORS/VLT)

ESO Press Photo 27a/06 (26 July 2006) © ESO



L Literaturangaben

Hier finden Sie die bibliographischen Angaben zu den in eckigen Klammern erwéhnten Werken.
Die erste Liste ist nach der Reihenfolge des Auftretens im Text geordnet, im zweiten Abschnitt sind
dieselben Titel alphabetisch nach dem erstgenannten Autor aufgefihrt.

Eine hoffentlich uberflissige Gebrauchsanweisung: Die Angabe [10-158ff] verweist natlrlich auf die
Seiten 158 und einige der folgenden im Buch [10].
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Die Leistungen von Johannes Kepler fir die Entwicklung der modernen Astronomie und Physik
kénnen nicht genug betont werden. Dem Tragheitsprinzip war er so nahe wie Galilei, von den Kraf-
ten, die zwischen den Himmelskdrpern wirken missen, hatte er klare Vorstellungen, und in der
Kinematik war er Galilei weit Gberlegen. Auch seine Bemerkungen zu Ebbe und Flut sind weitaus
vernlinftiger als diejenigen von Galilei. Kepler und Galilei haben korrespondiert. Wahrend Kepler
mit hoher Achtung von Galileis Forschungsergebnissen gesprochen hat, hat Galilei Keplers Werk
kaum zur Kenntnis genommen und ihm auch nie eines seiner Fernrohre zukommen lassen. Kepler
hat ihn ausdricklich darum gebeten, um die wunderbaren Entdeckungen, die Galilei damit gemacht
hat, mit eigenen Augen erleben zu kénnen. Auch in der Optik war Kepler Ubrigens Galilei theore-
tisch weit voraus, sein Buichlein “Dioptrik” ist als Theorie der Strahlenoptik heute noch brauchbar.

Einstein schreibt zum Verhéltnis von Galilei zu Kepler:

Das - leider - ist Eitelkeit! Man findet sie bei so vielen Wissenschaftlern. Wissen Sie, der
Gedanke, dass Galilei das Werk Keplers nicht anerkannt hat, hat mir immer weh getan.
[22-89]

Mit dem folgenden Ausschnitt aus der Einleitung in die “astronomia nova” von Kepler mdchte ich
einen Eindruck von seinem physikalischen Denken vermitteln:

Die wahre Lehre iiber die Schwere stltzt sich nun auf folgende Axiome:

Jede korperliche Substanz ist, insoferne sie kérperlich ist, von Natur aus dazu geneigt, an
jedem Ort zu ruhen, an dem sie sich allein findet, ausserhalb des Kraftbereichs eines ver-
wandten Kérpers.

Die Schwere besteht in dem gegenseitigen korperlichen Bestreben zwischen verwandten
Kérpern nach Vereinigung oder Verbindung (von dieser Ordnung ist auch die magnetische
Kraft), so dass die Erde vielmehr den Stein anzieht, als dass der Stein nach der Erde strebt.

Ware die Erde nicht rund, so wirde das Schwere nicht tGberall geradlinig auf den Mittelpunkt
der Erde zu, sondern von verschiedenen Seiten aus nach verschiedenen Punkten hingetrie-
ben.

Wenn man zwei Steine an einen beliebigen Ort der Welt versetzen wirde, nahe beieinander
ausserhalb des Kraftbereichs eines dritten verwandten Kérpers, dann wirden sich jene
Steine ahnlich wie zwei magnetische Korper an einem zwischenliegenden Ort vereinigen,
wobei sich der eine dem anderen um eine Strecke ndhert, die der Masse des anderen pro-
portional ist.

Der Bereich der Anziehungskraft des Mondes erstreckt sich bis zur Erde und lockt das Was-
ser in die heisse Zone, um dort mit ihm zusammenzutreffen, wo er gerade in den Zenith
gelangt, und zwar unmerklich in eng eingeschlossenen Meeren und merklich dort, wo die
Meeresstrecken sehr breit sind und die Gewésser einen weiten Spielraum zum Hin- und
Herfluten besitzen.

[6-25f]

Was Kepler noch gefehlt hat, ist eine klare Vorstellung von der Dynamik der Kreisbewegung. Die
alte Vorstellung, dass die Kreisbahn fiir Himmelskérper natlrlich und kréftefrei sei, konnte er noch
nicht ganz Gberwinden. Erst Christiaan Huygens hat die Dynamik der Kreisbewegung klar erfasst
und den korrekten Wert fur die erforderliche Zentripetalkraft angegeben. Damit standen dann New-
ton alle Bausteine flr seine grosse Synthese zur Verfugung. "Wenn ich weiter als andere gesehen
habe, dann nur deshalb, weil ich auf den Schultern von Riesen stand" schreibt Newton im Februar
1675 in wohlkalkulierter Bescheidenheit in einem Brief an Robert Hooke (laut Wikipedia ist das ein
Zitat, das auf Didactus Stella zurlickgeht). Kepler und Huygens waren zwei dieser Riesen. Galilei,
Fermat, Descartes, Pascal und Hooke waren die anderen, die fir Newton viel mathematische und
physikalische Vorarbeit geleistet haben. Was diese wenigen Ménner fir Newton waren, das waren
fir Kopernikus und Kepler die griechischen Geometer und Astronomen.
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