
4 Rang und DeterminanteDer Rang und die Determinante sind zwei Zahlen, die zunä
hst für Matrizen de�niert werden. Eszeigt si
h aber, dass diese Werte bei jeder Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung f dieselbensind, also ni
ht von der speziellen Wahl der Basen abhängen. Damit können wir au
h vom Rangoder der Determinante einer linearen Abbildung spre
hen.De�nition 4.1. Es sei A eine m� n-Matrix über dem Körper k. Der Zeilenrang von A ist de�niertals die Anzahl linear unabhängiger Zeilenvektoren in A (das sind Vektoren in kn).Entspre
hend ist der Spaltenrang von A de�niert als die Zahl der unabhängigen Spaltenvektoren inA (das sind Vektoren in km).Bemerkungen: Man spri
ht nur vom Rang einer Matrix. Wir werden im Satz 4.4 zeigen, dass füralle Matrizen der Zeilenrang glei
h gross ist wie der Spaltenrang. Der Rang einer Matrix ist alsoeine natürli
he Zahl. Es gilt 0 � rang(A) � Minimum(m; n).Aufgabe: Bestimmen Sie den Zeilenrang und den Spaltenrang von M:M = 



2 �1 �1�1 2 �1�1 �1 2Satz 4.2. Es sei f : V �! W eine lineare Abbildung mit der Darstellungsmatrix A zu gewähltenBasen in V und W . Dann ist der Spaltenrang von A glei
h der Dimension des Bildes von f .BeweisIn den Spalten von A stehen die Bilder der gewählten Basisvektoren von V . (siehe Lemma 3.12 undSatz 3.13). Diese erzeugen aber das Bild von f . dim(Bild von f ) ist somit glei
h der Anzahl linearunabhängiger Spaltenvektoren von A. 2Ist f eine lineare Abbildung mit der Darstellungsmatrix A, so gilt alsodim(Kern von f ) + rang(A) = dim(V )Das ist eine neue Formulierung von Satz 3.5. Daraus folgt aber s
honKorollar 4.3. Es sei f : V �! W eine lineare Abbildung mit der Darstellungsmatrix A zu gewähltenBasen in V und W . Dann ist der Spaltenrang von A unabhängig von der Wahl der Basen in V undW .BeweisDer Spaltenrang von A ist ja glei
h dim(Bild von f ), und diese Dimensionszahl hängt nur von fund ni
ht von der Wahl der Basen ab. 21



Beispiel: Die 2. Ableitung f : P4 �! P2 mit der Basis f 1; x; x2; x3; x4 g von P4 und f 1; x; x2 gvon P2: A = 



0 0 2 0 00 0 0 6 00 0 0 0 12Der Spaltenrang von A ist o�ensi
htli
h 3. Der Kern von f besteht aus P1 mitdim(Kern von f ) = dim(P1) = 2.Es ist dim(Kern) + dim(Bild) = dim(Kern) + rang(A) = 2 + 3 = 5 = dim(P4).Aufgaben1. Untersu
hen Sie die Projektion �1 : R3 �! R3, 



xyz 7�! 



xy0Geben Sie die Darstellungsmatrix A über der Standardbasis, und untersu
hen Sie dim(Kern),dim(Bild) und rang(A).2. Wie 1., aber für die orthogonale Projektion von R3 auf die Ebene x + y + z = 0.3. Wie 2., aber diesmal ni
ht mit der Standardbasis von R3, sondern mit den Basisvektoren~e1 = 



1�10 ; ~e2 = 



01�1 ; ~e3 = 



111Nun kommt der te
hnis
h wi
htigeSatz 4.4. Es sei A die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung f : V �! W über den Basenf ~e1; ~e2; : : : ; ~en g von V und f ~a1; ~a2; : : : ; ~am g von W .Dann gilt: Der Zeilenrang von A ist glei
h dem Spaltenrang von A.Bemerkung: Daher spre
hen wie nur no
h vom Rang von A, und wir s
hreiben r = rang(A).Beweisa) Das Umstellen von Zeilen beein�usst weder den Zeilen- no
h den Spaltenrang: Wir habenimmer no
h dieselben m Zeilenvektoren, die Anzahl der linear unabhängigen darunter (das istdie Dimension ihres Erzeugnisses) hat si
h dadur
h ni
ht geändert. Und für den Spaltenrang(also dim(Bild von f )) ändert si
h au
h ni
hts, die Operation hat dieselbe Wirkung wie dieVertaus
hung der entspre
henden Basisvektoren ~aj !b) Das Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl � 6= 0 ändert weder den Zeilen- no
h denSpaltenrang: Wir haben immer no
h dasselbe Erzeugnis der Zeilenvektoren, und für denSpaltenrang hat es dieselbe Wirkung wie die Ersetzung eines Basisvektors ~aj dur
h 1� � ~aj !2




) Ersetzt man zwei Zeilenvektoren ~u und ~v von A dur
h die beiden Vektoren ~u und (~u + ~v),so ändert si
h weder der Zeilen- no
h der Spaltenrang: Die neuen m Zeilenvektoren habendasselbe Erzeugnis wie die alten, und für den Spaltenrang hat es dieselbe Wirkung wie dieErsetzung von ~ai und ~aj dur
h ~ai und ~ai � ~aj in der Basis von W . Na
h Korollar 4.3 ändertdas ni
hts am Spaltenrang.d) Die Positionen a), b) und 
) bedeuten zusammengenommen, dass wir einen Zeilenvektor derMatrix A dur
h eine beliebige Linearkombination von dieser Zeile und andern ersetzen können,ohne dass si
h Zeilen- und Spaltenrang ändern. Dasselbe würde au
h für Linearkombinationenvon Spalten gelten, do
h das brau
hen wir ni
ht.e) Nun kennen wir aus dem Skriptum Algebra_03 den Gauss-Algorithmus, bei dem man ni
htsanderes ma
ht als Zeilen zu vertaus
hen oder Zeilen zu ersetzen dur
h eine Linearkombinationdieser Zeile mit andern.Dasselbe ma
ht der TR bei den Befehlen ref(A) und rref(A).

Der Prozess endet bei einem quadratis
hen Blo
k links oben, dessen Diagonale aus Einsenbesteht. Hat er die Kantenlänge r , so gilt o�ensi
htli
hSpaltenrang von A = r = Zeilenrang von A. 2

1 1 1 0 0 0
... ...0 0 0 01 r r + 1 m

1rr + 1n
beliebigeWerteref(A) liefert

1 1 1...00 0 01 r r + 1 m
1rr + 1n

beliebigeWerterref(A) liefert
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AufgabeBestimmen Sie den Rang von A mit dem Gauss-Algorithmus. Kontrollieren Sie Ihre Re
hnungenmit den TR-Befehlen ref(A) und rref(A).A = 











1 0 1 2 1 20 0 1 1 0 10 1 1 2 1 11 �1 3 5 0 40 1 0 0 1 0










Korollar 4.5. Es sei f : V �! W eine lineare Abbildung. Es sei dim(V ) = n und dim(W ) = m,und A sei eine Darstellungsmatrix von f mit rang(A) = r . Dann gilti) f injektiv () dim(Kern von f ) = 0 () dim(Bild von f ) = n () r = nii) f surjektiv () dim(Bild von f ) = m () r = miii) f bijektiv () dim(Kern von f ) = 0 und dim(Bild von f ) = m () n = m = rBeweis: Die Beweise sind im wesentli
hen bereits geführt oder sie sind o�ensi
htli
h. 2Im Spezialfall eines Endomorphismus' von V ergibt si
h dasKorollar 4.6. Es sei f : V �! V eine lineare Abbildung mit der Darstellungsmatrix A über einergewählten Basis von V . Es sei dim(V ) = n und rang(A) = r . Dann sind die folgenden Aussagenäquivalent:i) Kern von f = f~0V gii) dim(Kern von f ) = 0iii) f ist injektiviv) Bild von f = Vv) dim(Bild von f ) = nvi) f ist surjektivvii) r = nviii) f ist bijektivix) [9B 2 M n�n (k) ℄ [A � B = E und B � A = E ℄BeweisKorollar 4.5 für m = n sowie Satz 3.20 für f und f �1 für die Äquivalenz von viii) und ix) 2
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Der Gauss-Algorithmus respektive die TR-Funktionen ref(A) oder rref(A) geben uns also ers
höp-fend Auskunft über die Eigens
haften einer linearen Abbildung.Trotzdem de�nieren wir no
h die Determinante einer n � n-Matrix über k, allerdings nur für dieFälle von n = 1; 2; 3.De�nition 4.7i) Die Determinante einer 1� 1-Matrix (a) ist a.ii) Die Determinante einer 2� 2-Matrix (a b
 d) ist a � d � b � 
.iii) Die Determinante einer 3� 3-Matrix 



a b 
d e fg h i ista � e � i + b � f � g + 
 � d � h � 
 � e � g � f � h � a� i � b � d .Bemerkung: Die Determinante einer Matrix ist also einfa
h eine Zahl aus k.Aufgaben1. Zeigen Sie für 2� 2-Matrizen über ka) det(A+B) 6= det(A) + det(B) im allgemeinenb) det(� � A) = �2 � det(A)
) det(A � B) = det(A) � det(B)2. Zeigen Sie für 3� 3-Matrizen über ka) det(� � A) = �3 � det(A)b) (re
ht aufwendig!) det(A � B) = det(A) � det(B)3. Bes
hreiben Sie den Zusammenhang genaua) zwis
hen dem Vektorprodukt und einer 2� 2-Determinantenb) zwis
hen dem Spatprodukt und einer 3� 3-Determinanten4. Zeigen Sie für 2� 2-Matrizen A:det(A) = 0 () rang(A) < 25. Zeigen Sie für 3� 3-Matrizen A unter Benutzung von 3.b):det(A) = 0 () rang(A) < 36. Banalerweise gilt für 1� 1-Matrizen Adet(A) = 0 () rang(A) < 1
5



Die Aufgaben 4 bis 6 beweisen für die Dimensionen � 3 einen Satz, der allgemein gilt:Satz 4.8. Es sei f : V �! V eine lineare Abbildung mit der Darstellungsmatrix A über einerbestimmten Basis von V . Dann giltf ist bijektiv () det(A) 6= 0Die bijektiven linearen Selbstabbildungen von V , also die Automorphismen von V , bilden eine Gruppebezügli
h der Zusammensetzung Æ. Es sind dies eigentli
h die Symmetrien des Vektorraumes V .Diese Gruppe nennt man GLn(V ) oder au
h GLn(k), wenn k der Zahlkörper ist (GL von generallinear group).Die Sätze 3.20 und 4.8 sagen uns, dass diese Automorphismengruppe von V (als Gruppe!) isomorphist zur Gruppe (M n�n (k) ?; � ), der Gruppe aller n � n-Matrizen, wel
he eine multiplikative Inversebesitzen. Und dies sind na
h Satz 4.8 und Satz 3.20 genau diejenigen, deren Determinante vonnull vers
hieden ist! Jede Wahl einer Basis von V stiftet einen Gruppenisomorphismus zwis
hen denbeiden Gruppen.Ohne Beweis teilen wir no
h mit, dass ganz allgemein gilt:[8A;B 2 M n�n (k) ℄ [ det(A � B) = det(A) � det(B) ℄Dies könnte man au
h anders formulieren: Die Determinante stiftet einen Gruppenhomomorphismusvon der Menge aller invertierbaren Matrizen auf die multiplikative Gruppe k?:det : (M n�n (k) ?; � ) �! (k n f 0 g; � )Der TR stellt uns die Funktion det(: : : ) für quadratis
he Matrizen beliebiger Kantenlänge zurVerfügung.Aufgaben1. E sei die Einheitsmatrix, wel
he der identis
hen Abbildung entspri
ht (siehe Algebra_03.pdf,p.5). Zeigen Sie für n = 1; 2; 3: det(E) = 1.2. Zeigen Sie, dass na
h dem Obgesagten für beliebiges n gilt:det(A�1) = [det(A)℄�13. Zeigen Sie für n = 1; 2; 3, dass det(A) ni
ht von der Wahl der Basis abhängt (dieses Resultatgilt ganz allgemein).4. Bestimmen Sie wieder einmal A�1 von Hand mit dem Gauss-Algorithmus füra) A = 



0 1 �12 5 41 2 3 b) A = 



4 �2 17 �1 24 �4 1Als Zahlkörper k soll Q dienen.
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Zum S
hluss wollen wir no
h zeigen, wie man mit dem Gauss-Algorithmus die Determinante einerbeliebigen n � n-Matrix bere
hnen kann. Den Beweis können wir natürli
h nur für die Fälle n = 2und n = 3 führen.De�nition 4.9. Es sei A 2 M n�n (k), A = (ai j). Die transponierte Matrix zu A ist de�niert dur
h(AT)i j = Aj iDie transponierte Matrix ist also diejenige, die man erhält, wenn man die Matrix an der Hauptdia-gonalen dur
h a11 und ann spiegelt.Beispiel:




1 2 76 5 43 0 9T = 



1 6 32 5 07 4 9Lemma 4.10. Es sei A 2 M n�n (k) und AT sei die transponierte Matrix zu A. Dann gilti) rang(AT) = rang(A)ii) det(AT) = det(A)Beweisi) folgt aus dem Satz 4.4: Der Zeilenrang von AT ist glei
h dem Spaltenrang von A, die Rängeder beiden Matrizen sind also dieselben.ii) Beweis dur
h Na
hre
hnen für n = 2 und n = 3. Es entstehen dieselben Summen vonProdukten in einer andern Reihenfolge. 2Für die Bere
hnung der Determinante spielt es keine Rolle, ob wir mit A oder AT arbeiten, ob wirmit Zeilenvektoren oder mit Spaltenvektoren operieren. Diese Einsi
ht erlei
htert uns den Beweisdes folgenden Lemmas in den Fällen n = 2 und n = 3:Lemma 4.11. Es sei A 2 M n�n (k). Dann gilti) Das Vertaus
hen zweier bena
hbarter Zeilenvektoren von A ändert das Vorzei
hen vondet(A).ii) Die Multiplikation eines Zeilenvektors von A mit einer Zahl � 2 k liefert eine Matrix mit der�-fa
hen Deterinante.iii) Ersetzt man einen Zeilenvektor dur
h die Summe dieses Zeilenvektors mit einem Vielfa
heneines andern Zeilenvektors, so ändert si
h die Determinante ni
ht.
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Beweis2d: A = (a b
 d), ~u = 



a
0, ~v = 



bd0det(A) ist die z-Komponente von ~u � ~v3d: A = 



a b 
d e fg h i, ~u = 



adg, ~v = 



beh ~w = 




fidet(A) = [~u; ~v; ~w ℄ = ~u � (~v � ~w) = (~u � ~v) � ~wNun beweisen wir i), ii), iii), indem wir die entspre
henden Operationen mit den Spaltenvektorenvornehmen (oder, na
h Lemma 4.10, mit AT arbeiten!).i) folgt für n = 2 und n = 3 aus der Anti-Kommutativität des Vektorprodukts (der Beweiskönnte au
h dur
h simples Na
hre
hnen geführt werden)ii) folgt aus (� � ~u)� ~v = � � (~u � ~v)iii) folgt aus (~u + � � ~v)� ~v = ~u � ~v + � � (~v � ~v) = ~u � ~v + � �~0 = ~u � ~v 2Wir haben die Beweise wieder nur für n = 2 und n = 3 geführt, die Aussagen gelten aber allgemein.Nun fahren wir no
h die Ernte ein:Satz 4.12. Es sei A 2 M n�n (k). Mit dem Gauss-Algorithmus kann au
h det(A) bestimmt werden.BeweisDer Gauss-Algorithmus benutzt wiederholt S
hritte, wie sie im Lemma 4.11 aufgeführt sind. Beijedem dieser S
hritte wissen wir jetzt, wie si
h die (anfängli
h unbekannte) Determinante von Averändert. S
hliessli
h landen wir bei E (mit der Determinanten 1) oder bei einer Matrix mit einemRang < n. Dann ist die Determinante von A sowieso 0.Es ist also det(A) = 0 oder es giltdet(A) � s1 � s2 � s3 � : : : � si = det(E) = 1,wodur
h det(A) bestimmt ist. s1; s2 usw. sind die Veränderungen, wel
he det(A) beim S
hritt 1,S
hritt 2 usw. des Gauss-Algorithmus erfährt. 2
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Wir betra
hten dazu natürli
h no
h ein Beispiel:Es sei A = 



4 �2 17 �1 24 �4 1.Wir bere
hnen glei
hzeitig A�1, det(A) und den Rang von A mit dem Gauss-Algorithmus:4 �2 1 1 0 07 �1 2 0 1 04 �4 1 0 0 1 det = det(A) = x14 �I 1 �12 14 14 0 0II 7 �1 2 0 1 0III 4 �4 1 0 0 1 det = x � 14na
h Lemma 4.11 ii)I 1 �12 14 14 0 0II�7�I 0 52 14 �74 1 0III�4�I 0 �2 0 �1 0 1 det = x � 14na
h Lemma 4.11 iii)I 1 �12 14 14 0 02�II 0 5 12 �72 2 0�12 �III 0 1 0 12 0 �12 det = (x � 14)�2�(�12) = x �(�14)na
h Lemma 4.11 ii)I 1 �12 14 14 0 0III 0 1 0 12 0 �12II 0 5 12 �72 2 0 det = x � (�14) � (�1) = x � 14na
h Lemma 4.11 i)I +12 �II 1 0 14 12 0 �14II 0 1 0 12 0 �12III �5�II 0 0 12 �6 2 52 det = x � 14na
h Lemma 4.11 iii)I �12 �III 1 0 0 72 �1 �32II 0 1 0 12 0 �122�III 0 0 1 �12 4 5 det = (x � 14) � 2 = x � 12 =! 1
Somit rang(A) = 3, det(A) = 2 und A�1 = 







72 �1 �3212 0 �12�12 4 5
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Aufgaben1. Gegeben ist A 2 M 3�3(Z7). Bestimmen Sie von Hand sowohl A�1 als au
h det(A). PrüfenSie alle Ihre Re
hnungen mit dem TR . . .A = 



0 1 62 5 41 2 32. Untersu
hen Sie das lineare Glei
hungssystem A � ~x = ~v , woA = 











1 0 1 2 10 0 1 1 00 1 1 2 11 �1 3 5 00 0 0 0 1












und ~v = 











21140










Betra
hten Sie A als lineare Abbildung von Q5 na
h Q5. Was ist der Kern von A ? Wel
hesist der Rang von A ? Wel
hen Wert hat demna
h die Determinante von A ?Finden Sie eine Lösung des Glei
hungssystems? Wel
hes sind dann alle Lösungen?3. Die Determinante von A ist 5. Wel
hes ist dann die Determinante von B � A � B�1, wenn Beine invertierbare Matrix ist?4. Wenn Sie es no
h ni
ht gema
ht haben: Programmieren Sie eine Funktion matinver(m,p),wel
her Sie eine Matrix m und eine Primzahl p übergeben können und die Ihnen, falls minvertierbar ist, m�1 2 M n�n (Zp) zurü
kliefert. m�1 sollte nur natürli
he Zahlen von 0 bisp � 1 enthalten.

Version 2.3, vom Juli 2011Ausgearbeitet von Martin Gubler, Kantonss
hule Frauenfeld, ab 1999Mit LATEX in eine lesbare Form gebra
ht von Alfred Hepp im Oktober 2011
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